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Pradedame nagrinéti kiek jdomesnius objektus nei tiesés ir plokStumos — kreives ir pavirsius.
Ju tyrime remsimes jau jgytomis tiesines algebros ir geometrijos Ziniomis. Jei $ios Zinios
sudurstytos kaip elgetos frakas, busimo geometrijos egzamino prognozés néera optimistines.
Bet gasdinti studenta Siurpiu egzaminu tas pats, kas jtikinéti antj vengti Slapio vandens. Taigi
pirmyn.

Pirmoje dalyje nagrinejamos trys kreives: elipse, hiperbolé ir parabolé. Kad jos labai
svarbios patvirtina ju skaiCius — trys (daugelis Zinome "Tris muskietininkus", nors raSoma tai
apie keturis). Kaip bebutu su ta trejybe, egzistuoja rimtas paskatas atidZiai su ja susipaZinti
— po pirmos dalies raSomas pirmas kontrolinis.

Antroje dalyje — antros eilés kreives — pateikiami bendresni kreiviu tyrimo principai. Si
dalis tampriai susijusi su pirmaja. Esminis panasumas — po antros dalies raSomas antras
kontrolinis. Bukite kruop$tus, kad nuostabi kolekcija — 2-a dalis; 2-0s eilés kreives; 2-as
kontrolinis — nepasipildytu eksponatu: kontrolinio jvertinimas = 2.

TreCioje dalyje nagringjami antros eilés pavirSiai. Lyginant su kreivemis, pavirsiu tyri-
mas gana pavirsutiniskas (nieko nuostabaus). Nors po Sios dalies kontrolinis neraSomas,
keli rimti uZzdaviniai kantriai laukia trecio kontrolinio.

Tre€ias kontrolinis ra3omas po ketvirtosios dalies. Sioje dalyje supazindinama su 3iuo-
laikine kreiviu interpretacija — Bézier (Bezje) kreivemis.

Penktoji dalis yra pati smagiausia, nes nereikia mokytis spresti kokius nors uzdavinius
— ketvirtas kontrolinis neraSomas. Visgi Si dalis, kurioje trumpai supazindinama su Bézier
pavirsiais, kai kam i$ jusu turétu buti jdomi ir svarbi. SavarankiSkai (teisingiau savagal-
viskai) padirbéje su Bézier kreivemis ir pavirSiais gal pajusite norg daugiau susipaZinti



su Siuolaikiniais ju taikymais. O jei po visu kontroliniu alergija geometrijai nesustiprejo,
busimuose kursuose suzinosite dar daug jdomaus. Jei alergija geometrijai lieka stipri, nieko
baisaus. Egzistuoja pakankamai daug jdomiu ir naudingu kursu, kuriuose geometrijos Zi-
nios nebutinos. Bet visvien pabandykite draugiskai gyventi su kreivemis ir pavirSiais. Jums
tikrai neteks klausyti kursu, kuriuose geometrines Zinios butu Zalingos.

Sekmes.



Dalis 1

Elipse, hiperbole ir parabole

1.1 Elipses ir hiperboles apibréezimas

Tarkime plokStumoje yra fiksuoti du taSkai Fy ir Fy, kurie vadinami zidiniais. Bet kokiam
taSkui M atstumus iki Zidiniu Fy ir F, Zymime atitinkamai 7, ir 7o, ty. 1 = [F1M],
ro = |[FoM| (Zr. Pav. 1.1). Atstuma tarp Zidiniu pazymime 2c, ty. |FiF5| = 2c. Dar yra
fiksuojamas teigiamas skaicius, kuris Zymimas 2a.

Apibrezimas 1 Tarkime a > c. Elipse vadinama aibé plokstumos tasku A, kuriu atstumu
iki Zidiniu suma yra pastovi ir lygi 2a, t.y.
L+ 1o = 2a .

Apibrézimas 2 Tarkime a < c. Hiperbole vadinama aibé plokstumos tasku M, kuriu
atstumu iki zidiniu skirtumo absoliutus dydis yra pastovus ir lygus 2a, t.y.
|’f'1 — 7‘2| = 2& .

Jei Zidiniai sutampa, t.y. F; = Fy, elipsés atveju gauname apskritima su centru F bei
spinduliu a.
SkaiCius e = £ vadinamas kreives ekscentricitetu. 15 apibrézimo seka, kad

e elipsei 0 < e < 1 irtik apskritimui (|F1 F;| = 2¢ =0) e = 0;

e hiperbolei e > 1.
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Pav. 1.1: Kreivés Zidiniai

1.2 Kanonine koordinaciu sistema bei kanonines elipses ir
hiperboles lygtys

Mes jau tur but jprate, kad sprendimui (pratimui pratybose ar kokios tai jmantresnés proble-
mos gvildenimui kompiuteriu) geometriniai duomenys (taskai, tiesiu lygtys ...) gaunami
koordinatiniame pavidale. Tai reiskia, kad jau yra fiksuota koordinaCiu sistema, patogi
duomenu pateikimui (pavyzdZiui monitoriaus koordinaciu sistema). Darbo rezultatus daz-
niausiai reikia pateikti Sioje koordinaCiu sistemoje. Teoriniam kreiviu (elipses, hiperbolés)
tyrimui "vartotojo" sistema yra nepatogi. Todel pradiné vartotojo sistema O,urtTvartYvart
pakeiCiama kanonine koordinaciu sistema OgenTkanYran (21 Pav. 1.2), kuri sudaroma gana
paprastai:

e kordinaCiu pradZia Oyan yra atkarpos Fy F vidurys;
e asSis ., €ina per Zidinius; jos teigiama kryptis nukreipta nuo F; link Fy;
® aSiS yiq, Statmena asiai x4y,

Kanoning koordinaCiu sistema Zymesime tiesiog Ozy. Sioje koordinacCiu sistemoje
Fi(—c;0), F5(c; 0). Todél bet kokiam taskui M (z; y) teisinga

rm=+V(@+e)2+y? ro=+(r—c)?+y2
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Pav. 1.2: Kanonine koordinacCiu sistema

Jstate Sias iSraiSkas j 1 + ro = 2a arba |r; — 3| = 2a gauname atitinkamai elipsés ir hiper-
boles "lygtis". Taip sudarytus reiskinius nekuklu paskelbti kreiviu lygtimis, nes ju analizine
forma yra komplikuota ir nepritaikyta efektyviam kreiviu tyrimui. éig reiskiniu prastinimas
yra gana paprastas ir primena i$ mokyklos laiku zinoma irracionaliu lygciu prastinima:

(1) pradinj reidkinj paraSome pavidale
(x+e)?+y>?=2a—+/(x—c)?+y% (elipsei),
Vic+e)?+y?=22a++(x—c)?2+y?> (hiperbolei)
ir keliame kvadratu;

(2) gauta iSraiSka suprastiname ir, palike deSingje puseje tik kvadrating Saknj, dar sykij
keliame kvadratu;

(3) Siek tiek pasikuite su gana paprastom iSraiSkom, abiem — elipseés ir hiperbolés — atve-
jais gauname
(¢ — a®)2® — a®y® = a®( — d?) ; (1.1)

(4) pazymeje
¥ =a>—c* elipsei, (1.2)



b> = c* —a® hiperbolei, (1.3)

bei padalije lygtj (1.1) i jos deSiniosios pusés, gauname elipseés ir hiperbolés kanoni-

nes lygtis.
Elipsés kanonine lygtis
ZE2 y2
po) + e 1. (1.4)
Hiperbolés kanonine lygtis
ZE2 y2

Kanonines lygtys (1.4), (1.5) yra paprastos ir patogios tolimesniam Kkreiviu tyrimui. Bet
liko vienas kabliukas, kuris formaliai dar neleidzia jas vadinti kreiviu lygtimis — mes tik
parodeme, kad elipses ar hiperbolés tasko koordinatés tenkina atitinkamos kreives kanoning
lygti. Bet gal yra tokiu tasku, kuriu koordinates tenkina kreives kanoning lygtj, bet jai
paciai nepriklauso?! Mokyklineé irracionaliu lygCiu prastinimo patirtis, keliant jas kvadratu,
ispéja kad i$ tikro taip gali buti. Laimei, Sito neatsitinka. Tai bus gana greitai jrodyta. Bet
nelaukdami Sio formalaus patvirtinimo jau dabar iStirsime elipsés ir hiperbolés forma.

1.3 Elipses formos tyrimas

Kadangi
2

—r 2 2 T
(a2) +:Z_2:$+?Z_2:1’

taSkas M'(—z,y), simetriSkas elipsés taskui M (z,y) atzvilgiu y aSies, taip pat priklauso
elipsei. Analogiskai gauname, kad x aSis irgi yra elipsés simetrijos asis, o koordinaCiu
pradZia — elipses simetrijos centras. Taigi uZtenka istirti elipses forma pirmajame ketvirtyje.
Jame elipsé yra funkcijos y = 3\/a2 — 2 grafikas. Jo forma tiriama pasitelkus iSvestines.
Tyrimo rezultata matote Pav.1.3.

Tadkai Vi = (—a;0), Vo = (a;0), V3 = (0; —b), V4 = (0; b) vadinami elipsés virSunémis.
Atkarpa V, V5, yra elipsés didzioji aSis, o V3V, — maZoji aSis.
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Pav. 1.4: Hiperbolés virSuneés ir asimptotés



Pav. 1.5: Artejimas prie asimptotes

1.4 Hiperboles formos tyrimas; asimptotes

Kaip ir elipsés atveju, jrodome, kad z ir y yra hiperbolés simetrijos adys, o koordinaCiu
pradZia — simetrijos centras. Todél uZtenka istirti hiperbolés forma pirmajame ketvirtyje.
Jame hiperboleé yra funkcijos y = g\/a:Q — a? grafikas. Jo forma tiriama naudojant iSvesti-
nes. Tyrimo rezultata matote Pav. 1.4.

Tadkai Vi = (—a;0), Vo = (a;0) vadinami hiperbolés virSunémis. Atkarpa V;V; yra
hiperbolés realioji asis.

Atidesnis studentas tur but pajuto, kad Pav. 1.4 yra informacijos, kurios sekdami tik
iSvestiniu Zenklus, negautume — hiperbole, "keliaudama j begalybg™, artéja prie dvieju tiesiu.
Formuluojame Sia savybe tiksliau.

Apibrezimas 3 Hiperbolées asimptotémis vadinamos tieses, kuriu lygtys kanoningje koordi-
nagiu sistemoje yray = 2z iry = —2z.

Pazymeékime M ir K atitinkamai hiperbolés bei asimptotés taSkus pirmajame ketvirtyje,
kuriu pirmoji koordinaté yra z (zr. Pav. 1.5). Kadangi M = (z; 2v/2% — a?), K = (=, Lz)
irva? —a? < z, taSkas M yra Zemiau asimptotés y = %x Be to

b b ab
MK|=-z——Vz?2—a?= .
| | a z+ vV —a?

Todel |M K| monotoniSkai artéja j 0.
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Pav. 1.6: Hiperbole ir jai jungtiné.

1.5 Jungtine hiperbole

Hiperbole, jungtiné hiperbolei % — 5 = 1, apibreziama lygtimi

332 y2

a2 B
Jungtinés hiperbolés asimptotés sutampa su originalios hiperbolés asimptotémis (Zr. Pav. 1.6).
Tai jrodoma labai paprastai. Nepraleiskite Sio jrodymo, nes jame naudojamas koordinaciu
aSiu sukeitimo principas labai pravers sprendziant daugelj uzdaviniu.
Irodymas. Padauging jungtines hiperboles lygtj i$ —1 ir pazymeje z = 3/, y = a
gauname

=—1.

le yIQ

[
Si lygtis yra jungtinés hiperbolés kanoniné lygtis kanoninéje koordinaCiu sistemoje z'y’.
Todel jos asimptotes nusakomos lygtimis 3’ = +%2'. Grizus j zy koordinaCiy sistema Sios
lygtys jgyja pavidala y = +2z.

1.6 Hiperboles asimptotine lygtis

Kadangi



hiperbolés Iygtg £ — b—2 = 1 galime paraSyti pavidale L1L, = k, kur L; = 0, Ly, = 0
yra asimptociu Iygtys 0 k — nenuliné konstanta. Sig asimptotine hiperbolés lygties forma
vartojame, kai Zinome hiperbolés asimptotes. Konstanta &£ randame naudodami papildoma

uzdavinio salyga.

1.7 Kreives tasko atstumai iki 2idinig

Tarkime plokstumos taSko M (x;y) koordinatés tenkina elipsés arba hiperbolés kanoning
lygtj. Parodysime, kad taSkas M priklauso elipsei arba hiperbolei.

Pradzioje suskaiCiuojame atstuma v, = |Fy M|. Tai darome vienu metu abiem kreivéms
(virSutinis Zenklas elipsés lygties atveju, apatinis — hiperbolés). Kadangi

2

_ 2 _ Vo, _@FV, 2 4 12
=(z+c)?+y’ x+2xc+c¥ — (2% —a%) = 3 x°+ 2xe+ ¢ £ b7,

=e? + 2rea + a® = (eaﬁ-l-a) ,
= |ex + al|. Panasiai gauname ry, = |ex — al.

e Elipsés lygties atvejis. Kadangie < 1ir —a < z < q,tair; = ex +a, 7o = a — ex.
Todel r1 +re = 2a.

e Hiperbolés lygties atvejis. Siuo atveju e > 1.
(1) Jeiz > a,tair; = ex + a, 1y = ex — a. Todel r| — ry = 2a.

(2) Jeiz < —a,tairy = —ex — a, 1y = —ex + a. Todél r; — ry = —2a.

1.8 Elipses ir hiperboles direktrises

Apibréezimas 4 Elipses (hiperbolés) direktrise, atitinkancia zidini F (—c; 0), vadinama tie-
se, apibréziama lygtimi z = -2 direktrise, atitinkancia Zidinj F5(c; 0), vadinama tiesé,
apibréziama lygtimi z = 2.

Kadangi apskritimo e = 0, jis direktrisiu neturi (moralas — matematikoje, kaip ir dauge-
lyje kitu gyvenimo sri€iu, nevisada naudinga buti labai apskritam). Elipsés bei hiperbolés
direktrisés pavaizduotos Pav. 1.7, 1.8.
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Pav. 1.7: Elipse ir jos direktrises
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Pav. 1.8: Hiperbolé ir jos direktrises



Teiginys 1 Bet kokiam elipsés (hiperbolés) taskui M atstumo iki zidinio santykis su atstumu
iki ta zidini atitinkanCios direktrises yra lygus ekscentricitetui e.

Irodymas. Kreives tasko M (x;y) atstuma iki Zidinio Fy Zymime r,. Preitame skyrelyje
jrodéeme, kad r; = |ex + a|. TaSko M atstumg iki F} atitinkanCios direktrises z = —¢
pazymekime d;. Kadangi d; = [z + ¢/, gauname

ri_lex+al _ Jex+a| _
di  Jz+¢  llezx+a|

Kitam Zidiniui F panasiai gauname 22 = e.
Nesunkiai jrodomas ir atvirkstinis teiginys. Jrodyma praleidZiame, nors patj teiginj nau-

dosime sprendziant uzdavinius.

Atvirkstinis teiginys 1 Tarkime plokStumoje yra fiksuotas taskas F' bei tiesé, neinanti per
Si taska. Taip pat yra fiksuotas teigiamas skaiCius e. Bet kokiam plokStumos taskui A/
atstuma iki tasko F' pazymeékime r, o atstuma iki fiksuotos tieses pazyméekime d. PlokStumos
taskai, kuriems % = e sudaro

e elipsg, jeie < 1;
e hiperbole, jeie > 1.

Be to, taskas F' yra vienas i$ kreives zidiniy, fiksuota tiese — ta zidini atitinkanti direktrise,
o teigiamas skaiCius e — kreivés ekscentricitetas.

1.9 Parabolés apibréezimas bei kanonine lygtis

PlokStumoje fiksuojamas taSkas F', kuris vadinamas zidiniu. Taip pat fiksuojama tiese,
neinanti per Zidinj F. Si tiesé vadinama direktrise.

Apibrézimas 5 Parabole vadinama aibé plokstumos tasku, vienodai nutolusiu nuo Zidinio
bei direktrisés.

Bet kokiam plokStumos taSkui A atstuma iki Zidinio F' Zymime r, 0 atstumg iki direk-
trises Zymime d (Zr. Pav. 1.9). Parabole sudaro taskai M, kuriems r = d. ParaSg Sig salyga
pavidale % = 1 bei turedami omenyje Teiginj 1, parabolés ekscentricitetu galime deklaruoti
skaiCiu 1.

12
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Pav. 1.9: Parabolés apibrézimas

Parabolés kanonine koordinaCiu sistema sudaroma gana paprastai — z-asis yra tiese,
einanti per Zidinj F bei statmena direktrisei. z-aSies teigiama kryptis — nuo direktriseés link
zidinio. y-aSis yra statmena x-aSiai ir dalija atkarpa tarp Zidinio bei direktrisés pusiau (Zr.

Pav. 1.10).
Pazymekime atstuma tarp Zidinio bei direktrisés raide p (p > 0). Gauname, kad kanoni-
neje koordinaciu sistemoje F'(£;0), o direktrises lygtis yra z = —Z. Todeél taskui M (z;y)

turimer = /(z — )2 + 42, d = |v+5|. Pakelg sglyga r = d kvadratu, po keliu aritmetiniu
veiksmu gauname parabolés kanoning lygtj

y? = 2pz.

Visi pamineéti veiksmai yra nesudetingi. Todel, atliekant veiksmus atvirk3cia tvarka, lengva
patikrinti, kad taSkas, kurio koordinates tenkina lygtj (1.9), priklauso parabolei.

Panasiai, kaip elipsés ar hiperbolés atveju, gauname, kad x-aSis yra parabolés simetrijos
asis. Todel parabolées forma tiriame tik pirmame ketvirtyje, kur ji yra funkcijos y = 1/2pzx
grafikas. Tyrimo rezultatg matote Pav. 1.10. Tai gerai is mokyklos laiku Zinomas kvadratinio
trinario grafikas, pasuktas 90 laipsniu. Taskas V/, kuriame simetrijos aSis kerta parabole,
vadinamas parabolés virSune.
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Pav. 1.10: Kanonine parabolés koordinaciu sistema
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Pav. 1.11: Kreiveés liestine

1.10 Kreives liestiné

Kreives liestine taSke A vadiname Kirstiniu AM ribing padétj taSkui A artejant j A (Zr.
Pav. 1.11). Sis apibréZimas pasufleruoja paprasta liestiniu lygCiu radimo buda:
e randamas Kirstines AM krypties koeficientas m;
e ieSkoma krypties koeficiento m riba m,.;, kai M artejaj A;
e liestinés taSke A(zo;yo) lygtis paraSoma pavidale
Y — Yo = Myip(T — Z0)

ir, kiek jmanoma, suprastinama.

1.11 Elipses ir hiperboles liestines

Elipsés ir hiperboleés lygtj paraSome pavidale %2 + % = 1. Elipsés atveju: p = a?, q =
b?; hiperbolés atveju: p = a?, ¢ = —b?. Kreivés liestinés taske A(zo;yo) lygti ieSkome
naudodami ka tik pateikta schema. Gretimo taSko M koordinates pazymime (z1; y;).

e Kirstines AM krypties koeficientas m yra lygus fﬁ%yo TaSkai A ir M priklauso

Zo

kreivei, todel
2 2
ﬁ + y_() — 1,
p q
a? |yl (19)
!
p q



Atéme i$ antrosios lygties pirmgja gauname

_ _g$1+$0
PYL+Yo
e |35 Sios m iSraiSkos seka, kad
. q To
lim m=—=—
M—A pyo
e Lyati
ygul .
y—yo=———(z— 1)
P Yo

paraSome pavidale
LT Yoy _ Lo, Yo
p q p q
Pasinaudoje pirmaja (1.6) lygybe, gauname liestines lygtj

$0$+@:

— 1.
p q
Elipsés liestinés lygtis yra
p ygusy e vy
w? o
hiperbolés liestinés lygtis yra
Tox Yoy _ 1
@

1.12 Parabolés liestines

1.7)

(1.8)

(1.9)

Parabolés liestinés taske A(zo; yo) lygti ieSkome naudodami ta paCia schema. Gretimo tasko

M koordinates pazymime (x1; y1).
e Kirstines AM krypties koeficientas m yra lygus ﬁ
parabolei, todel
Yo = 2po,
y% = 2px1.
Atéme iS antrosios lygties pirmaja gauname
2p
m = .
Y1+ Yo

16

TaSkai A ir M priklauso

(1.10)



Pav. 1.12: Elipsés (liestines) optine savybe

e |3 Sios m iSraiSkos seka, kad

lim m = 2
im m= —.
M—A yo

e Lygtj

p
y—yoz—(fﬁ—iﬁo)
Yo

paraSome pavidale
Yoy — Ys = PT — Pio -
Pasinaudoje pirmaja (1.10) lygybe, gauname liestinés lygtj

Yoy = p(z + o). (1.11)

Atkreipkite demesj, kad nenaudojome salygos p > 0 — parabolé gali buti nukreipta ir
"kairén". Jei parabolés lygtis yra z? = 2py — "mokyklinis" atvejis, kai parabolé nukreipta
"aukstyn" arba "Zemyn" — liestinés lygtis parabolés taSke A(zo;vo) yra zoz = p(y + yo)
(jrodoma analogiskai).
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Pav. 1.13: Hiperbolés (liestinés) optiné savybe

1.13 Elipseés ir hiperbolés optines savybes

Teiginys 2 Bet kokiam elipsés (hiperbolés) taskui A atkarpos F1 A ir F; A sudaro lygius
kampus su liestine taske A.

Irodymas. Jrodysime, kad Siu kampu sinusai lygus, t.y. % jf—; (Zr. Pav. 1.12, 1.13).

SkaiCiant atstumus nuo Zidiniu Fi (—c; 0), F5(c; 0) iki liestines 27 £ %7 = 1 taske A(zo; %o),
panaudoje ¢ = ea, gauname

L _1=% =1 e+
1= ' 2 2’
gl ofde
| &9 — 1 lexo — al
dy = =
zo

- _ _ - d _ d - - -
Kadangi r, = [exo + al, r2 = |exo — al, lygybe {1 = 2 nekelia abejoniu.

T2



Pav. 1.14: Paraboles (liestines) optiné savybe

1.14 Paraboles optinés savybes

Teiginys 3 Bet kokiam parabolés taskui A atkarpa F' A ir simetrijos asis sudaro lygius kam-
pus su liestine taske A.

Irodymas. Liestines taSke A(xo;yo) sankirta su simetrijos asimi x pazymékime K (Zr.
Pav. 1.14). Jrodysime, kad |AF| = |KF|.

Liestinés yoy = p(z + x¢) ir z-aSies y = 0 sankirta yra taSkas K (—z;0). Jo atstumas
iki Zidinio F'(£;0) yra zo + £. Kadangi |AF'| lygus atstumui nuo A iki direktrises z = —£,
gauname |AF| = zo + £. Todel |AF| = |[KF|.

1.15 Pratimai bei uzdaviniai

Skyriu baigiame charakteringu Sios dalies uzdaviniu rinkiniu.

1. Rasti elipsés kanoning lygtj, jei atstumas tarp Zidiniu 6, o atstumas tarp direktrisiu
162.

2. Rasti hiperboles kanoning lygtj, jei asimptoCiu lygtys yra y = i%x, 0 atstumas tarp
direktrisiy 62,
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3. Elipseés Zidiniai yra (1; 3) ir (3,1), o ekscentricitetas lygus ¥2. Rasti jos:

1) lygti;
I1) kanonineg lygtj.

4. Elipsés zidinys yra (3; 0), o jj atitinkanti direktrisé z + y — 1 = 0. Rasti elipsés lygtj,
jei jos ekscentricitetas lygus 1.

5. Rasti elipsés 5z + 9y% — 30z + 18y + 9 = 0 Zidinius ir juos atitinkanCias direktrises.
6. Rasti elipsés 922 + 5y — 18z — 30y + 9 = 0 Zidinius ir juos atitinkancCias direktrises.
7. Rasti parabolés z = 2y? — 12y + 14 zZidinj ir direktrise.

8. Rasti hiperbolés lygtj, jei Zinomos jos asimptotées z —y + 1 =, 2x +y — 1 = 0 bei
jos taskas (3;1).

9. Rasti kreives kanonine lygtj, jei simetrijos aSys sutampa su koordinatinémis aSimis ir
ji eina per taskus (1; —2), (2;3).

10. Rasti elipsés % + % = 1 liestines, lygiagrecias tiesei 4z — 2y + 23 = 0.

11. Rasti hiperboles % — % = 1 taSka artimiausia tiesei 3z + 2y + 1 = 0.

12. Rasti parabolés y? = 5z liestines, iSvestas per taska (5; 9).

13. Parabolé y? = 2pz lie€ia tiese x — 2y + 4 = 0. Rasti jos lygtj.

14. Elipsés simetrijos aSys sutampa su koordinatinemis aSimis. Elipsé eina per taSka
(4; —1) ir lieCia tiese x + 4y — 10 = 0. Rasti jos lygtj.

14. Kreivés simetrijos adys sutampa su koordinatinémis asimis. Zinomos dvi jos lies-
tines 3x — 2y — 20 = 0, = + 6y — 20 = 0. Rasti kreives lygtj.

15. Elipses Zidiniai yra (—3; 0), (3;0). Zinoma jos liestiné 2 — y — 5 = 0. Rasti elipsés
lygti.
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Dalis 2

Antros eiles kreives

2.1 Koordinaciu sistemos transformacija

Antrosios eiles kreiviu lygtis prastinsime keisdami (transformuodami) koordinaciu sistema.
Prisiminkime svarbiausius plokStumos staCiakampiu koordinaCiu sistemu transformacijos
momentus.

Apibrézimas 6 KoordinaCiu sistemos Oxy ir O'z"y' yra vienos orentacijos, jei posukis nuo
x'-aSies link y'-aSies yra tos pacios krypties kaip ir posukis nuo z-aSies link y-aSies (Zr.
Pav. 2.1 (a)). PrieSingu atveju (zr. Pav. 2.1 (b)), koordinaciu sistemos Ozy ir O'z'y’ yra
prieSingos orentacijos. .

Pav. 2.1: Vienodai (a) ir skirtingai (b) orentuotos koordinaciu sistemos.

21



a>0

SA

a<0 T

Pav. 2.2: Orentuotas posukio kampas.

Taip pat svarbu nepamirsti, kad posukio kampas yra orentuotas — jo absoliutiné reikSme
imama su Zenklu + arba —.

Apibrézimas 7 Jei pradinés koordinaCiu sistemos Oxzy z-aSies posukis link naujos koordi-
naciu sistemos O'z'y’ x'-aSies yra tos pacios krypties, kaip ir posukis nuo z-asies link y-
aSies, tai posukio kampas « yra teigiamas; prieSingu atveju posukio kampas yra neigiamas.
(Zr. Pav. 2.2).

Démesio: nustatant posukio kampo zenklg, naujos koordinaCiu sistemos y'-aSies kryptis
nevaidina jokio vaidmens.

Bendraja koordinaCiu sistemos transformacija (Zr. Pav. 2.3) daznai yra patogu suskaidyti
j du etapus — koordinaCiu sistemos posukj ir koordinaciu sistemos lygiagretu postumj (zr.
Pav. 2.4).

Dabar prisiminkime (suzinokime) koordinaciu transformacijos formules.

2.1.1 Bendrosios koordinaciu transformacijos formules

Tegul Ozy yra pradine koordinaCiu sistema, o0 O'z'y’ — naujoji. Tasko M koordinateés atzvil-
giu pradinés sistemos yra (x; y), atzvilgiu naujosios — (x'; y'). Jvedami duomenys yra atzvil-
giu pradines koordinaciu sistemos:

naujosios koordinaCiu sistemos pradzia O'(zo; yo);

a — orentuotas kampas, kuriuo reikia pasukti z-aSj kad gautume z'-asj.

e KoordinaCiu sistemos Ozy ir O'z'y’ yra vienos orentacijos
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Pav. 2.3: Bendroji koordinaCiu sistemos transformacija.

x=1x'cosa—y sina+ g 2.1)
y=2x'sina+y cosa+ yo. '
e KoordinaCiu sistemos Ozy ir O'z'y’ yra prieSingu orentaciju
x=1a'cosa+y'sina+ zg (2.2)
y =1a'sina — 1y cos a + yp. '

2.1.2  KoordinaCiu sistemos posukis

Ziuréek Pav. 2.4(a).
KoordinaCiu sistemos yra vienos orentacijos, o ju pradzios sutampa (O = O'). Kadangi
Siuo atveju xy = 0, yo = 0, formulés (2.1) supaprastéja iki

z=1"cosa— 1y sina
(2.3)

y = o' sina + 3’ cos a.

2.1.3 KoordinaCiu sistemos lygiagretus postumis
Ziurék Pav. 2.4(b).
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a
Yy

ylk ylk

IS/

Sy
S8y

() (b)

Pav. 2.4: KoordinaCiu sistemos posukis (a) ir lygiagretus postumis (b).

KoordinaCiu sistemu asys yra tu paciu krypCiu (todeél sistemos yra vienos orentacijos).
Kadangi Siuo atveju o = 0, formules (2.1) supaprasteja iki

r=x+z
o (2.4)
Y=Y + Yo-

2.1.4  Matricine koordinaciu transformacijos formuliu iSraiska

Pazymekime
C1] = COSQx Cjg = Fsina c¢i13 = To
Co1 = sin o Coo = +cosa Ca3 = Yo
c31 =0 c32 =10 c33 =1

virSutinis Zenklas naudojamas, jei sistemos yra vienos orentacijos — formulé (2.1); apatinis
Zenklas naudojamas, jei sistemos priesingu orentaciju — formule (2.2).
Pazymekime

!
C11 Ci12 C13

— I __ ! —
X = Yy , X' = Yy , C= Co1 C22 Ca3
1 1 €31 C32 C33

Jvedus Siuos Zymenis formuleés (2.1) ir (2.2) matricingje formoje tampa vienodomis:

X =CX' (2.5)
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Matriciniai Zymenys jgalina panaudoti tiesinés algebros rezultatus ten, kur tiesioginiai
aritmetiniai skaiCiavimai tampa komplikuotais. Matricine koordinaciu transformaciju forma
(2.5) placiai vartojama kompiuteringéje grafikoje.

2.2 Bendroji antros eilés kreives lygtis

Tarkime yra fiksuota staCiakampe koordinaCiu sistema Oxy. Bendroji antros eiles kreives
lygtis F'(z,y) = 0 Sios sistemos atzvilgiu yra

F(z,y) = anz® + 2a127y + ay” + 20137 + 2a93y + azz = 0. (2.6)
Remiantis bendrgja kreives lygtimi sudaroma jos matrica A

ai; Q12 G13
A= Q21 Q22 G323 )

az; Qasz2 Gs3

apibrézZiant ay; = a12, as1 = a3, asy = as3. Matrica A yra simetring, ty. AT = A.
Panaudojus skyriaus 2.1.4 Zymenis gaunama matricine antros eilées kreives lygties forma

F(z,y) = XTAX =0. (2.7)

Si lygybé jrodoma elementariais skaiciavimais dauginant matricas. PanaSaus sudétingu-
mo (tiksliau lengvumo) aritmetiniais veiksmais jrodoma, kad

F(Qﬁ,y) :xFl(x,y)+yF2(x,y)+F3(x,y), (28)
kur
Fi(z,y) = a112 + a12y + a13
Fy(z,y) = ag1@ + axy + a3 (2.9)
F3(z,y) = az1x + asy + ass -

ISraiSka a1, 22 + 2a102y + ax»y? paprastai vadinama kvadratine kreivés lygties dalimi,
2a13x + 2a93y — tiesine dalimi, 0 as3 — laisvuoju nariu.
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2.2.1 Rysys tarp kreives lygCiu atzvilgiu skirtingu koordinaciu sistemu

Tarkime turime antros eilés kreives lygtj atzvilgiu koordinaciu sistemos Oxy. Kreives lygtj
F'(«',y") = X""A'X' = 0 atzvilgiu naujos koordinaCiu sistemos O’z'y’ gauname i$ (2.7),
pasinaudojg koordinaCiu transformaciju formulemis (2.5):

F'(2',y) = (CX")TACX") = X"T(CTAC)X' = X"TA'X'.

Kadangi matricos A’ ir CTAC yra simetrinés (((JTAC)T = CTATC = CTAC), i
paskutines lygybes seka
A =CcTAC (2.10)
o KoordinaCiu sistemos posukis. Pritaike formulg (2.10) koordinaCiy sistemos posukiui
gauname:
1. jei tiesine lygties dalis buvo lygi 0, tai ir po posukio ji iSlieka lygi 0;
2. laisvasis narys nesikeiCia, t.y. aj; = ass.
e Lygiagretus postumis. Pritaike formulg (2.10) lygiagreciam koordinaciu sistemos pos-
tumiui gauname:
1. kvadratiné lygties dalis nesikeiCia, t.y. ai; = a1, @}y = a9, @by = a92;
2. tiesines dalies kaita nusakoma formulémis
ars = Fi(xo,9%0) = a11%0 + a12Y0 + a13

, (2.11)
ag3 = F5(x0, Yo) = aa1%0 + a0yo + ao3.

3. asy = F(20, %)

2.3 Antros eiles kreives lygties invariantai

Efektyviai prastinant antros eilés kreivés lygtj labai svarbus yra lygties ortogonalus invari-
antai.

Apibrézimas 8 Antros eilés kreivés lygties ortogonaliuoju invariantu vadinama nuo lygties
koeficientu priklausanti funkcija g, kurios reikSme nesikeiCia, staciakampg koordinacCiu sis-
temag Ozy pakeitus kita staCiakampe koordinaCiu sistema O'z'y/’, t.y.

- ! ! ! ! ! i
g(a11, a1z, A9, a13, Go3, a33) = g(aiy, Gy, Aoy, Q13, Qo3 a33)-
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Teiginys 4 Reiskiniai

a1; a2 a3
, I3 = ax az asx (2-12)

a31 a3z Q33

air a2
L =a1+ax , I,=
a1 a2

yra ortogonalus antros eilés kreives lygties invariantai.

Sis teiginys jrodomas tiesinés algebros kurse. Beje, reiskinio I; = |A| invariantikumas
seka i§ formules (2.10):
|A'] =[CTAC| = |AlIC? = |4],

nes |C| = +1.

2.4 Charakteringoji lygtis

Apibrezimas 9 Antros eilés kreivés charakteringaja lygtimi vadinama antrojo laipsnio lygtis
N—IN+1,=0. (2.13)
Lengva patikrinti, kad charakteringaja lygtj galime uZraSyti matricinéje formoje

NIt =| A @ (2.14)
21 age — A

Teiginys 5 Charakteringoji lygtis visuomet turi realias Saknis.
Irodymas SkaiCiuojame charakteringosios lygties diskriminanta D:
D = 112 — 4[2 == (011 + 622)2 — 4(@11@22 — CL%Q) = (CL11 — CL22)2 + 4@%2 Z 0.

Taip pat gauname, kad charakteringoji lygtis turi kartoting Saknj (D = 0), jei a11 = ago
ir a5 = 0. Nesunkiai patikrinima (iSskiriant lygtyje pilnus kvadratus atzvilgiu z ir y), kad
Siuo atveju, jei kreive turi realius taskus, lygtis apibréZia apskritima.

Charakteringosios lygties Saknis Zymime \{, \,. Kadangi jos visuomet realios, tai

)\2 _Il)\+l2 == ()\—)\1)(>\—)\2) ,

0 pagal Vijeto teoremg
_[1:)\1+)\2, 12:)\1)\2.
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2.5 Antros eiles kreives centras

ApibréZimas 10 Antros eilés kreivés centru vadinamas taskas, kurio koordinatés (z;y)
tenkina lygCiu sistema

(2.15)

Fi(z,y) = a1120 + a12Y0 + a13 =0
Fy(z,y) = an1xo + ayo + a3 =0 .

Apibréezimas 11 Antros eilés kreive vadinama centrine, jei ji turi vieninteli centra. Priesingu
atveju — kreive neturi centro arba turi ju be galo daug — antros eilés kreive vadinama ne-
centrine.

Sistema (2.15) turi vienintelj sprendinj, jei I, # 0. Todél, jei I, # 0 kreiveé yra centrine,
jei I, = 0 — necentriné.

Teiginys 6 Jei koordinaCiu sistemos pradzia sutampa su kreives centru, tai kreives lygties
tiesiné dalis yra lygi nuliui.

Irodymas IS centro apibréezimo bei formules (2.11) seka, kad perkelus koordinaCiu sistemos
pradzig j kreives centrg, jos tiesine dalis virsta nuliumi. Bet kuri Kita koordinaciu sistema
su tuo paciu centru gaunama i$ Sios (lygiagreCiai pastumtos) sistemos pasukant apie nauja
koordinaCiu pradZig. IS skyriaus 2.2.1 punkto o 1 seka, kad tiesiné lygties dalis atzvilgiu
pasuktos koordinaciu sistemos lieka lygi nuliui.

Remdamiesi $iuo teiginiu darome iSvada: jei koordinaCiu sistemos pradZia sutampa su
kreives centru, tai

F(z,y) = anz® + 2a12y + azy’ + ass = 0.
Tokioje koordinaCiu sistemoje F'(—z;—y) = F(z;y), todel: kreivés centras yra kreives
simetrijos centras.
2.6 Kvadratines lygties dalies prastinimas
Siame skyriuje jrodysime, kad pasukus koordinacCiu sistema galima panaikinti skirtingu

Kintamuju sandaugg (a7, = 0). Be to i$ jrodymo iSpesime papildomos naudingos infor-
macijos.
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Kadangi koordinaCiu transformacijai naudojame posukj, tai

cosae —sina 0
C = sinae cosa O
0 0 1

Pasinaudoje formule (2.10) gauname

a'21 = —sina(an cosa + a9 sina) +cosa(a21 cosa + a225ina) .
N - N —a

v v
ni n2

Salyga, kad pranyksta skirtingu kintamuju sandauga, t.y. a}, = ay = 0, yra
—nisina+ngcosa=0.

Si salyga reiskia, kad vektorius (n;;n,) yra statmenas vektoriui (— sin «; cos ). Tai
ekvivalentu salygai, kad vektorius (n;n9) yra lygiagretus vektoriui (cos ¢;sin ), ty. 3
toks skaiCius A, kad

{ancosa-i-algsina = Acosu

Q91 COSQ + g SiNay = Asina .

Sig salyga perrasome pavidale

{ (@11 — A)cosa+ ajpsina =0 (2.16)

ag1 cos a + (age — A)sina =0.

Sistema (2.16) turi nenulini spendinj (cos , sin @), jei
ap; — A a12

=0.
21 a2 — A

Taigi A yra charakteringosios lygties Saknis. Pazyméje Sig Saknj A; i salygos (2.16) pirmo-
sios lygybes gauname

AL —an
tan o = .

(2.17)

a12
Primename vakaryk§Ciams mokiniams, kad Zinodami tangenta nesunkiai apskaiciuo-
jame to paties kampo sinusg ir kosinusa:

si tana cos L (2.18)
nog = ——m—. 0= . .
V1 +tan? o V1 +tan? o
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Pasinaudoje formule (2.10) taip pat gauname

aj, = cosa(an cosa + aig sina) +sina(a21 coS & + 9o sina) .

~” ~”

n1 n2
Kadangi n; = Ajcosa, ny = A\isina, tai af; = \i(cos?a + sin*a) = \;. Todél
charakteringoji lygtis, paraSyta matriciniame pavidale atZvilgiu naujos koordinaCiu siste-
mos, yra
AL —A 0
0 Ay — A
I8 Sios lygybés gauname, kad al, yra kita charakteringosios lygties Saknis, t.y. a%, = o.
Tai ir viskas, ka reikejo parodyti Siame skyriuje. Surinkime viSCiukus j vieng vieta.

= (A= A)(A—dhy) =0.

ISvada 1 Tegul A, ir A, yra charakteringosios lygties Saknys. Pasukus koordinaCiu sistema

kampu «, kurio
A —an

tana = ,

(3D)
kvadratine lygties dalis atzvilgiu naujos koordinaciu sistemos supaprastéja iki Ay 2> + A2y,
ty. aly = A, aly = 0, ahy, = Ao Posukio kampo sinusas ir kosinusas apskaiCiuojami
naudojantis formulémis (2.18).

2.7 Centriniu kreiviu kanonines lygtys

2.7.1 Bendroji dalis

Kadangi kreive centring, tai I, # 0. Todél abi charakteringosios lygties Saknys A;, A, nely-
gios 0, nes I, = A\ As.

Pradzioje lygiagreCiu postumiu perkeliame koordinaCiu sistemos pradzia j kreives centrg
(xo;y0). Kreiveés lygties tiesiné dalis virsta 0. Po to, remiantis 1Svada 1, supaprastiname
lygties kvadrating dalj. Po Siu operaciju kreives lygtis atZvilgiu naujos koordinaciu sistemos
O'z'y' supaprastéja iki

Mz + Ay +ah; = 0.

Kadangi
A 000
Ii=| 0 X 0 |=X\X\ay = hay,,
0 0 aby



gauname kad o}, = I3/1,. Tai reiSkia, kad centrines kreives lygtj visuomet galime paraSyti
pavidale

I

Sis lygties pavidalas labai svarbus — ir uzmire tolimesnes lygties pavidalo keitimo de-
tales, spresdami konkretu uzdavinj gausite teisingg atsakyma, jei naudosites lygtimi (2.19)
bei Zinosite kreives tipg (ir neprivelsite aritmetiniu klaidu).

I
Mz?+ Ay?4+ 2 =0. (2.19)
2

2.7.2 lvairus atvejai
I, >0

Siuo atveju charakteringosios lygties aknys yra vieno Zenklo. Saknimi A, pasirenkame tg,
kuri absoliutiniu dydziu yra mazesne. Kadangi I; = A; + Ay, Saknu Zenklas sutampa su I
zenklu.

(1) I3 # 0; I3 ir I skirtingu Zenklu.
Laivajj narj I3/I, perkeliame j deSing puse ir dalijame gautaja lygtj i$ (—I3/I5). Gauname

1?’2 y/2
—n - L
A ls Aols
Pazymeje
e b
Mlo Ao 1o
turime elipses kanonine lygtj
2 y12
zteE=h
nes [Ai] < |Aa| = a® > b2,
() I3 # 0; I3 ir I, vienodu zenklu.
Po analogisku aritmetiniu manipuliaciju pazymime
b e By
Al Azl
ir gauname lygtj
12 y12
- =1.
a2 b?



Siuo atveju kreivé neturi realiu tasku ir vadinama menama elipse.

() 13 = 0.
Siuo atveju lygtis (2.19) supaprastéja iki

Mz + Xy? =0.
Pazymeje A\; = a?, A\ = %, jei I} > 0ir \; = —a?, A\ = —b2, jei I} < 0 gauname lygtj
a’z? +bv*y? =0.
Si kreive teturi vieng realy taska — kreives centra — ir yra vadinama pora menamu susiker-
tanCiu tiesiu arba iSsigimusia elipse.
I, <0

Siuo atveju charakteringosios lygties 3aknys yra skirtingu Zenklu. Saknimi \; pasirenkame
tg, kurios zenklas sutampa su 5 Zenklu (ir bet kurig, jei I3 = 0).

(N I3#0
Laivajj narj I3/I, perkeliame j deSine puse ir dalijame gautaja lygtj i$ (—I5/I;). Gauname

.TIQ yIQ
el r
Al2 A2l2
Pazymeje
NP SR
)\1]2 )\212
turime hiperbolés kanoning lygtj
2 y12
e
a2 b

(I I3=0
Siuo atveju lygtis (2.19) supaprastéja iki

)\1$,2 =+ )\lez =0.

Pazymeje A\, = a?, A\ = —b?, jei Ay > 0, Ay < 0 (atvirksCiai prieSingu atveju) gauname
lygti

a2z — by = 0.

Kadangi a®z" — b%y"? = (az’ — by')(az’ + by'), Si kreive sudaryta i$ dvieju susikertanciu
tiesiy, todel taip ir vadinama — pora susikertanciu tiesiu. Sios tiesés Kertasi kreives centre.
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2.7.3 Elipses ir hiperboles kanonines koordinaciu sistemos radimas

Algoritmas kanoninei koordinaCiu sistemai rasti yra vienareikSmis (svarbu tik teisingai su-
numeruoti charakteringosios lygties Saknis).
(I) Spresdami sistema
a11x + a2y + 13 = 0
a1 + agy +ags =0,
randame kreives centrg. Jis yra kanoninés koordinaCiu sistemos pradzia.
(1) Naudodamiesi formulémis (2.17) ir (2.18) randame posukio kampo sinusg ir kosinusa.

(111) ParaSome koordinaciu transformacijos formules.

2.8 Necentriniu kreiviu kanonines lygtys

2.8.1 Bendroji dalis

Kadangi kreive necentrine, tai I, = 0. Todel viena charakteringosios lygties Saknys yra lygi
0, nes Iy, = A\ \y. Abi charakteringosios lygties Saknys negali buti lygios 0, nes remiantis
ISvada 1 gautume, kad kreives lygtis yra pirmojo laipsnio (prieStara). Pazymime \; = 0.
Todel Ay Z0ir Iy = A+ Xy = Ny =14,

Pradzioje, remiantis ISvada 1, supaprastiname kvadrating lygties dalj. Po Sios operacijos
kreives lygtis atzvilgiu naujos koordinaciu sistemos O'z'y' supaprasteja iki

Ly + 2d5,2" + 2al,y' +aby =0 . (2.20)
Toliau lygtj prastiname iSskirdami pilng kvadrata:
! 2 2
Ly” + 2alyy’ = I (y? + 228y + 228) - 28
I, I? I,

Lygtj (2.20) paraSome pavidale

2

)2+2a,13$,+aé3_a‘[_213:0.

!
Qo3

!
Il(y + 1,

Pakeite kintamuosius z’ = 2", y' + S8 — y" (t.y. lygiagreciai pastume koordinaCiu sistema)
¢ I :
kreives lygtj supaprastiname iki
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Kadangi

0 0 df
2
I3 = 0 ]1 0 = —Ila'1'3 ,
aj3 0 azy
gauname
‘a,ll ‘ — _1_3 .
13 I,
ISvada:

kreives lygtis atzvilgiu tinkamai parinktos koordinaciu sistemos O'z'y' supaprastéja iki

I
Ly? 4+ 2dia' +ahy =0, || = —I—j . (2.21)

2.8.2 lvairus atvejai

I, #0

Siuo atveju a', # 0, todél lygtj (2.21) galime parasyti pavidale

al
Liy? +2di5(a" +22) =0.
a13

Atlikus keitima (lygiagretu postumj) :E’—i-;% = 2", y' = 3" ir atsisakius bereikalingu Strichu,
kreives lygtis supaprastéja iki

I
Ly? +2d,2" =0;  al] = —I—j : (2.22)

Jei ay ir I, yra prieSingu Zenklu, viskas paruosta tolimesniems veiksmams. Jei ne, tai
pakeitg aSiu kryptis, pakeiciame a' Zenkla.

Baigiamieji veiksmai:
(i) perkeliame 2a’ ;2" j kitg lygties puse ir dalijame lygtj iS I ;
(ii) kadangi a’5 ir I; yra prieSingu zenklu, pasinaudojg sglyga (2.22), kreives lygtj paraSome
pavidale

y?=2pz', p=/—7. (2.23)
Siuo atveju gauname parabolés kanonine lygtj.
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13:0

Siuo atveju a!; = 0. Lygtj (2.21), padalije ja i3 I, paraome pavidale

!

12 _ 033

y = ] *
1
(1) abs ir I prieé/ingg zenklu.
e _al, o
Pazymeéje —2 = a®, gauname
ylZ —a?.

Kadangi 4 — a®> = (y' — a)(y' + a), kreivé yra sudaryta i$ dvieju lygiagreciu tiesiu, todél
taip ir vadinama - pora lygiagreciu tiesiu.

(1) a3 ir I; vienodu Zenklu.
. )
Pazyméjg 2 = —a”, gauname

Siuo atveju kreiveé neturi realiy tasku ir vadinama pora menamu lygiagreciu tiesiu.

(1)}, = 0.
Siuo atveju turime lygtj
y?*=0.

Kreive yra sudaryta i$ vienos tieses, bet vadinama kiek kitaip — dviguba tiesé.

Pastaba 1 Tiek centrines, tiek necentrinés kreivés atveju jos kanonine koordinaciu sistema
vadiname tg koordinaciu sistema, kurioje kreives lygtis turi paprasCiausia — kanonini — pavi-
dala. Bet praktiskai svarbu moketi rasti tik senu pazistamu - elipses, hiperbolés, parabolés
— kanonines koordinaciu sistemas.

2.8.3 Necentrines kreives tipo nustatymas

Jei I, = 0 ir I3 # 0, tai kreiveé yra parabolé. Jei I, = 0 ir I3 = 0, tai kreives tipas priklauso
nuo a4, Zenklo. Parodysime, kaip Siuo atveju efektyviai randamas a;.
Atzvilgiu kintamuju 2', v’ sistema kreives centrui rasti yra

0=0
Ily’:():
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Gauname, kad kreive turi be galo daug centru.
Algoritmas

(I) Spresdami sistema

a11® + a2y + a3 =0

a1 % + Ay + a3 =0,
pasirenkame viena i$ daugelio kreives centru. Atliekame lygiagretu koordinaCiu sistemos
postumj, perkeldami koordinaCiu pradzia j pasirinkta kreivés centrg (zo; o). Naujas laisva-
sis narys yra F(xg, yo), O lygties tiesiné dalis lygi 0.

(1) Remiantis ISvada 1 supaprastiname lygties kvadrating dalj. Kreiveés lygtis jigyja pavidalg

Liy? + F(z9,0) = 0.

2.9 Vienas pavyzdys

Zinant visus antros eilés kreiviu tipus, kyla pagunda spresti su jomis susijusius uzdavinius
naudojant tokig schema:
kreives lygtis suvedama j kanoninj pavidalg;
uzdavinys iSsprendziamas kanoningje koordinaciu sistemoje;
reikalingi duomenys pervedami j prading koordinacCiu sistema.

Tokia sprendimo metodika neretai veikia puikiai. Bet daznai ji yra neefektyvi, nes
susiduriama su rimtomis problemomis. Pazvelkime kiek atidZiau Stai j tokj pavyzdj.

Kreive apibréZziama lygtimi z2 — 2.0000000002zy + y* + 4z — 6y + 2 = 0. Skaiciuojant
jos invariantus gaunama

I =2, I, =-0.0000000002, I3= —0.9999999992 .

Kompiuteris, jei programos tikslumas skaiCiuojant slankiu kableliu yra 10 skaiCiu uz kable-
lio, sumiSes abejoja: kreiveé centriné ar ne? Mes, geometrijos teorijos asai, paSnibzdéje jam,
kad duotoji kreiveé yra centriné (akivaizdu, I; # 0), nedaug tepadéesime. Mat kompiuteriui,
suvedant CENTRINES kreivés lygtj j kanoninj pavidalg, teks skai€iuoti % Jei operuojant
tokios eiles skaicCiais ir neisSoks praneSimas apie dalyba i$ nulio, gauto rezultato tikslumas
bus visiSkai nepatikimas.

Daugelj svarbiu uzdaviniu (pavyzdZiui kreives liestiniu radimas) galima efektyviai spresti
pradingje koordinaciu sistemoje. SekanCiuose skyriuose tai panagrinesime.
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Pav. 2.5: "Beveik" hiperbolé, "beveik" parabole.

2.10 Antros eiles kreives ir tieses sankirta

Tieses lygti uzraSome parametriniame pavidale: jei Zinomas tieses taskas A(zo; yo) ir jos
krypties vektorius L(l;m), tai bet kurio tiesés taSko M (x;y) koordinates galime paraSyti

pavidale
T =1t+ x (2.24)
y=mt+yo - '

Jstate Sias iSraiSkas j bendraja kreives lygtj (2.6) ir sugrupave gautojo reiskinio narius atzvil-
giu t, gauname lygtj
P’ +2Qt+ R=0, (2.25)

kur
P = a1l + 2a19lm + agom?® . Q = Fi(zo,y0)l + Fo(zg,y0)m , R = F(x0,y) . (2.26)

Jstate lygties (2.25) Saknis ¢, ¢, j (2.24) gauname bendruju tieses ir antros eiles kreives taSku
koordinates.
Bendru atveju, jei P # 0, gauname, kad kvadratiné lygtis (2.25):

e turi dvi skirtingas Saknis — tiesé kerta kreive dviejuose taSkuose;

e turi vieng Saknj — tieseé kerta kreive kartotiniame taske;
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e neturi Saknu — tiese kreives nekerta.

Bet galimi ir Kkiti atvejai, kai lygtis (2.25) iSsigimsta j tiesing ar net nulinio laipsnio lygtj.

2.10.1 Asimptotines kryptys
Apibrézimas 12 Vektoriaus L(l; m) kryptis vadinama asimptotine, jei
a1112 + 2a19lm + agem? = 0. (2.27)
Asimptotines krypties atveju lygtis (2.25):
o turi vieng Saknj — tiesé kerta kreive viename taske;
o neturi Saknu — tiese kreives nekerta;
o turi be galo daug Saknu (virsta tapatybe 0 = 0) — tiesé priklauso kreivei.

Nagrinedami realiu antros eiles kreiviu kanonines lygtis nesunkiai atrenkame atvejus,
kada kreive turi asimptotines kryptis. Atsargiai, nepadarykite klaidos spresdami uzdavinius
— Zemiau iSvardintose asimptotines krypties sglygose naudojama kanoniné koordinaciu sis-
tema, o ne pradine.

e hiperbolé - dvi asimptotinés kryptys: 1?/a®> — m?/b*> = 0; jos sutampa su hiperbolés
asimptoCiu kryptimis;

e parabolé — viena asimptotiné kryptis: m? = 0; ji sutampa su parabolés simetrijos
asSies kryptimi;

e porasusikertanCiu tiesiu — dvi asimptotinés kryptys: a*I* — b*m? = 0; jos sutampa su
susikertanciu tiesiu kryptimis;

o pora lygiagreciu tiesiu — viena asimptotine kryptis: m? = 0; ji sutampa su lygiagreciu
tiesiu kryptimi;

e dviguba tiesé — viena asimptotiné kryptis: m? = 0; ji sutampa su dvigubos tiesés
Kryptimi.

Naudojantis Siais kukliais pastebéjimais gauname gana efektyvius budus: hiperbolés
asimptotems rasti; tiesems, sudaran¢ioms antros eiles kreive, rasti.
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Hiperboles asimptociu radimas

1) Kadangi hiperbolés asimptotés eina per kreives centrg, spresdami sistema

a;1x + a2y + 13 = 0
(21T + QY + ag3 =0

randame Kreivés centrg (zo; yo).
2) Kadangi hiperbolés asimptotes yra asimptotines krypties, spresdami lygtj

CL1112 + 2@12[771 + CLQQ’ITLZ =0

randame dvi asimptotines kryptis (I1;m;) ir (Iy;mo).
3) AsimptocCiu lygtis paraSome naudodami tieses kanoning lygtj:

T — T Y—"%Y x—ﬂﬁo:y—yo
ll my ’ 12 mgy '

Pavyzdys Rasti hiperbolés z? — 6zy — 7y? + 10z + 34y + 2 = 0 asimptotes.
Sprendimas 1) Sprgsdami lygCiu sistema

T—3y+5=0
—3z—Ty+17=0

randame kreives centra (1;2).
2) Spresdami lygtj

2
2—6lm—-Tm>=0 = (i) —6(i>—7=0
m m

gauname (t); =7, (L), = —1. Pasirenkame [y = 7,m; = 1,1, = =1, my = 1.

3) AsimptoCiu lygtys yra
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Susikertanéig tiesiq radimas

Sprendimo eiga identiska hiperbolés asimptoCiu radimui, nes tieses kertasi kreives centre ir
yra asimptotiniu krypCiu.

Pavyzdys Rasti kreive 22 + 4zy + 3y? — 62 — 12y + 9 = 0 sudarancias tieses.
Sprendimas Kadangi I, < 0, I3 = 0, kreive sudaryta i$ dvieju susikertanCiu tiesiu.
1) Spresdami lygCiu sistema

r+2y—3=0
2r+3y—6=0

randame kreives centrg (3;0).
2) Spresdami lygtj

1\? !
P+4m+3m?=0 = (—) +4<—) +3=0

m m

gauname (L), = =3, (1), = —1. Pasirenkame I; = =3, m; = 1,1, = —1, my = 1.

m/l

3) Tiesiu lygtys yra

r—3 vy r—3 vy
1’ -1 1

Lygiagreciu tiesiu radimas

1) Kadangi tiesés yra asimptotinés krypties, spresdami lygtj

CLHZZ + 2alglm + a22m2 =0

randame asimptoting kryptj ({; m).

2) Pasirinkg neasimptotinés krypties tiese, randame jos ir kreives sankirtos taskus (x1; y1),
(z2;12). Kadangi kreive sudaryta i$ dvieju lygiagreciu tiesiu, rastieji sankirtos taskai prik-
lauso skirtingoms tiesems.

3) Tiesiu lygtis paraSome naudodami tieses kanoning lygtj:

T—T1 Y- T—T2 Y—Y2
l m l m

Pavyzdys Rasti kreive 22 + 4zy + 4y? — 6x — 12y + 5 = 0 sudarancias tieses.
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Sprendimas Kadangi I, = 0, I3 = 0, kreivé sudaryta i$ dvieju lygiagreCiu tiesiu (galbut
menamu ar sutampanciu).
1) Spresdami lygtj
) ) 1\? l
F+4m+4m =0 = | — | +4|— | +4=0
m m
gauname # = —2. Pasirenkame [ = —2, m = 1.
2) Randame kreivés ir tiesés y = 0 sankirtos taskus (5; 0), (1;0).
3) Tiesiu lygtys yra

rT—9 Y z—1 'y
-2 17 -2 1

Dvigubos tiesés radimas

Tai specialus ka tik iSnagrinétos lygiagreCiu tiesiu konfiguracijos atvejis. leSkant neasimp-
totines krypties tiesés ir kreives sankirtos gauname tik vieng taska. Kiti sprendimo momentai
tokie patys.

Pavyzdys Rasti kreive 22 — 62y + 9y* + 4z — 12y + 4 = 0 sudarancias tieses.
Sprendimas 1) Spresdami lygtj

2
2—-6lm+9m>=0 = (i) —6<i)+9=o
m m

gauname % = 3. Pasirenkame [ = 3, m = 1.
2) Randame kreivés ir tiesés y = 0 sankirtos taSkg (—2; 0).

3) Tieses lygtis yra
rT+2 y

3 1

2.11 Antros eilés kreivig liestines

Jei antros eiles kreive néra sudaryta i$ tiesiu — elipsé, hiperbole, parabolg, liesting jos taske
A esame apibréZe kaip kirstiniu AM, kai M — A, ribing padétj. Siuo atveju A yra kar-
totinis antros eilés kreives ir liestinés sankirtos taskas. Jei antros eilés kreive yra sudaryta
i$ tiesiu, visiSkai naturaliai Sios tiesés traktuojamos kaip kreivés liestines. Sie prisiminimai
motyvuoja tokj apibrézima.

41



ApibréZzimas 13 Neasimptotinés krypties tiesé vadinama antros eilés kreivés liestine taske
A, jei A yra kartotinis tiesés ir kreives sankirtos taskas. Asimptotines krypties tiesé vadi-
nama antros eilés kreiveés liestine, jei ji priklauso kreivei.

Teiginys 7 Antros eilés kreivés liestinés taske A(zo; yo) lygtis yra
F1 (20, y0)T + F2(wo, Yo)y + F3(20,90) = 0. (2.28)
Irodymas Tarkime liestinés krypties vektorius yra (I;m). Lygtis (2.25) jgyja pavidalg
Pt?+2Qt=0,

nes A priklauso kreivei, ty. R = F(xo,y) = 0. Si lygtis tikrai turi 3aknj ¢ = 0. Jei
(I;m) yra neasimptotinés krypties, tai Si Saknis yra kartotiné. Todél @ = 0. Jei (I;m) yra
asimptotinés krypties, tai P = 0. Siuo atveju tiesé priklauso kreivei jei Q = 0. Vadinasi,
bet kuriuo atveju butina ir pakankama lietimosi salyga yra

Q = Fi(wo,yo)l + Fa (w0, y0)m = 0.

Kadangi (1; m) yra liestinés krypties vektorius, i$ Sios salygos seka, kad vektorius
(F1(zo, y0); Fo(o, yo)) Statmenas liestinei. Todél jos lygtj galime paraSyti pavidale

Fi(z0,y0)(x — o) + F2(%0,%0) (¥ — %) = 0.
Sig lygtj iek tiek pertvarkome
Fi(zo, o)z + Fa(z0, yo)y — (F1(2o, Yo)To + F2(x0, y0)yo) = 0.
Kadangi F'(zo,yo) = 0, pasinaudoje lygybe (2.8), jrodyma baigiame.
Po tokio Saunaus jrodymo visgi lieka vienas klaustukas. Jei
Fi (20, y0) = Fa(wo,%0) =0,

tai lygtis (2.28) neapibréZia tiesés. Vel pasinaudoje lygybe (2.8) gauname, kad taip atsitinka,
jei

Fl(an yO) =0
Fy(z0,0) =0 (2.29)
F3(z9,10) =0.

TaSkas A(xg; yo), kurio koordinatés tenkina salygas (2.29), vadinamas ypatinguoju kreives
taSku. ParaSg Sias sglygas kanoningje koordinaCiu sistemoje gauname, kad reali antros eilés
kreive turi ypatinga taska, jei ji yra:
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e pora susikertanciu tiesiu — ypatingas taskas sutampa su kreives centru;

e dviguba tiesé — visi kreives taSkai ypatingi (oi, oi).

2.11.1 Medziaga pamastymui

Atidesnis studentas gal jau pajuto, kad laiku “nusiplauname nuo tolimesnio ypatingu tasku
nagrinéjimo — kuo toliau j miska, tuo daugiau medZiu. Klausimas atkakliesiems — kas jusu
nuomone yra liestinés ypatingame taske (priklausomai nuo kreives tipo) ir kaip jas rasti?

Ka tik pateikta medZiaga néra sausas bendras poziuris j antros eilés kreiviu geometrines
savybes. Ji iS tikro padeda glaustai suformuluoti, kas buvo nagrinéta atskirai elipsei, hiper-
bolei, parabolei. O tai jgalina efektyviau spresti ne vieng uzdavinj. Bet lazda turi du
galus — apibendrine kai kuriuos paprastus dalykus, turime buti matematiskai tikslus iki galo.
Nepamirskite Sito algoritmiskai spresdami jvairius uzdavinius (raSydami programas) ir Ki-
tose srityse — tarp gyvu butybiu kompiuteris yra pats didziausias formalistas.

2.11.2 Uzdavinio sprendimo pavyzdys

UZdaviniai su antros eilés kreives liestinemis bendroje koordinaCiu sistemoje sprendziami
faktiSkai taip pat, kaip ir analogiski uzdaviniai buvo sprendziami kanoningje kreives koordi-
naCiu sistemoje. Tik lygtis (2.28) sgsiuvinio lape uZima kiek daugiau vietos lyginant su
paprastomis liestiniu lygtimis kanonineje koordinaciu sistemoje.

Salyga Rasti kreives 22 —xy —y? —2x+2y+1 = 0 liestines, lygiagreCias tiesei 2z +2y—1 =
0.

Sprendimas
(i) Pazymeékime lietimosi taska (zo; yo). Liestines lygtis yra

1 1
(900—iyo—1)$+(—E-fo—yo+1)y+(—$o+y0+1) =0.
(i) ParaSome lygiagretumo salyga
zo—3y—1 —fz0o—yo+1
2 B 2
(iii) Sprendziame sistemg, sudaryta i$ lygiagretumo sglygos bei salygos

Ty — ToYo — Yo — 2To +2yo + 1 =10,
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Pav. 2.6: Kreivés skersmuo.

reiSkiancios, kad lietimosi taSkas priklauso kreivei. Gauname {zq =1, yo = 1} ir

{330 = 7/5 y Yo = —1/5}-
(iv) Jstate gautasias g, yo reikSmes j liestinés lygtj, gauname dvi liestines:
r+y—2=0, dr+o5y—6=0.

2.12 Antros eilés kreives skersmenys

Fiksuojame neasimptotinés krypties vektoriu (; m) ir sudarome Sios krypties kreives stygas.

Teiginys 8 Antros eilés kreives stygu, lygiagreciu vektoriui (/; m), vidurio taskai priklauso
tiesei
(a,nl + a12m):r + (agll + a22m)y + a31l =+ azam = 0. (230)

Irodymas Tegul A(zo; yo) yra krypties (I;m) stygos M; M, vidurio taskas (Zr. Pav. 2.6). Jei
t1, to yra lygties (2.25) Saknys, tai

My = (lty + zo;mty +yo) , My = (lta + zo;mts + yo) -

Kadangi A(xo; yo) Stygos M; M, vidurio taskas,tai

t1+t2 t1+t2
+$0, Yo=m 9

IS Siu lygybiu gauname, kad ¢, + ¢, = 0. Todeél pagal Vijeto teorema @ = 0, t.y.

.’L'():l + Yo -

(a11l + a1om)zo + (a1l + asam)yo + az1l + azam = 0.
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Si lygybé galioja bet kurios stygos, turingios kryptj (;m), vidurio taskui. Tuo jrodyma ir
baigiame.

Tiese, nusakoma lygtimi (2.30), vadinama skersmeniu, jungtiniu kryp¢iai (I; m). Kadangi
lygtis (2.30) yra pergrupuota salyga
Q = Fl(xay)l+F2(may)m = 07

kiekvienas skersmuo eina per kreives centra (jei jis egzistuoja).

2.13 Antros eilées kreives simetrijos asys

Simetrijos aSis dalija jai statmenas stygas pusiau, t.y. ji yra skersmuo, jungtinis sau stat-
menai krypciai.
Centriniu kreiviu atveju Sios kryptys yra

. Ai — a1y
(cos ay;sin ) , tanq; = ,i=1,2,
a12

0 A{, Ay — charakteringosios lygties Saknys.
Paraboles atveju (mums jdomiausiu) jos simetrijos asis sutampa su kanoninés koordinaciu

sistemos O’z'y’ z'-aSimi. Jau zinome, kad jos kryptis yra

a

(cos a;sin ) , Kur tan v = ——— .

Q12
Kadangi vektorius (— sin «; cos a) yra statmenas x’-aSiai, gauname paprasta buda parabolés
simetrijos aSiai rasti.
ISvada 2 Parabolés simetrijos aSis apibréZiama lygtimi (2.30), kur

a1

l=—sina, m=cosa, tanaw = —— .
a2

Sios i3vados visiskai pakanka efektyviam parabolés simetrijos asiai radimui — pratybini-
uose uZdaviniuose tarpiniai nevisai Zavingi skaiciai, susije su sinuso ir kosinuso radimu, su-
paprastinami raSant galutine simetrijos aSies lygtj. Naudodamiesi formulémis (2.18) ir atlik-
dami Siuos supaprastinimus bendroje formoje, gauname, kad ieSkodami parabolés simetrijos
asSies pagal formule (2.30) galime pasirinkti

[ = a1, M = a2 . (231)
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SekanCiame skyrelyje pamatysime, kodél susirupinome parabolés simetrijos aSimi — ja
Zinant galima gana efektyviai rasti paraboles kanoning koordinaciu sistema. Bet pries tai
svarbus klausimas atidiems (priekabiems) studentams.

Siokia tokia problemélé Jei a;; = a, = 0, praktiskai visi pateikti samprotavimai apie
parabolés lygties prastinima subyra j Sipulius, nes tana = g(!!!) Ka tai reiskia ir kaip
lengvai sausiems isbristi IS Sios balos?

2.13.1 Paraboles kanonines koordinaéig sistemos radimas

Praktiskai ieskoti parabolés kanoninés koordinaCiu sistema, remiantis iSdestyta teorine medzi-
aga, néra efektyvu (todel nuobodu). Dabar pateiksime gal ir ne patj tobuliausia, bet visgi
gana efektyvu kanoninés koordinaciu sistemos radimo buda.
Algoritmas
(1) Randame lygties invariantus.
(2) Randame posukio kampo sinusa ir kosinusa.
(3) Randame parabolés simetrijos asj.
(4) Randame parabolés virSune (xq; 1) — simetrijos aSies ir parabolés sankirta.
(5) Parasome preliminarias koordinaciu sistemos transformacijos formules

=1z cosa—y'sina+zx
{ Y 0 (2.32)

y=2x'sina+y cosa+ yp.

(6) IS jau Zinomos teorines dalies gauname, kad naujoje koordinaciu sistemoje paraboles
lygtis jgyja pavidalg

Ly* +2di,2' = 0.
Koeficienta a' 5 randame, jstate iSraiSkas (2.32) j prading kreives lygtj.
(7) Jei I, ir @' priesingu Zenklu, tai po keliu aritmetiniu veiksmu gauname kanoning lygtj
y? = 2pz’, p > 0. Siuo atveju preliminarios formulés (2.32) yra galutinés.
(8) Jei I, ir @' vienodu Zenklu, pasukus koordinaCiu sistemg 180° kampu koeficientas a/,
pakeicia Zenklg, t.y. gauname prie$ tai minéta atvejj. Sioje situacijoje preliminarios for-
mules (2.32) keiCiamos j

{xz —z'cosa+ y'sina + g

y= —x'sina — vy cosa + yp.
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(9) Pavarge ilsimes.

Pavyzdys Rasti parabolés 2 — 2zy + y? + 62 — 14y + 29 = 0 kanoning lygtj ir kanoning
koordinacCiu sistema.
Sprendimas
(1) Randame invariantus I; = 2, I, = 0, I3 = —16. Pasinaudoje¢ formule (2.23) gauname
parabolés kanoning lygtj y'? = 2v/22'.
(2) tan o« = 1, todeél sin o = \/5/2, sino = \/5/2
(3) SimetrijosaSisxz —y +5 = 0.
(4) Parabolés virsuné (—2; 3).
(5) Preliminarios koordinaCiu sistemos transformacijos formules:

V2, V2,
T=—T — —Y — 2
2 2

2
y:éx'—i—% "+3

(9) Darbas Zmogu puosia. (I3 Sukiu geguzeés 1-osios Sventei)

2.14 Pratimai bei uzdaviniai

Skyriu baigiame charakteringu Sios dalies uzdaviniu rinkiniu.

1. Rasti kreivés 322 + 10zy + 3y? — 2z — 14y — 13 = 0 kanoning lygtj ir kanoning
koordinaciu sistema.

2. Rasti kreives 2522 — 14zy + 2532 + 64x — 64y — 224 = 0 kanoning lygtj ir kanoning
koordinaCiu sistema.

3. Rasti kreives 922 — 24zy + 16y* — 20z + 110y — 50 = 0 kanonine lygtj ir kanoning
koordinacCiu sistema.

4. Invariantu pagalba parodyti, kad kreivé 22 + 4zy + 3y* — 62 — 12y + 9 = 0 sudaryta
IS tiesiu ir rasti tu tiesiu lygtis.
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5. Invariantu pagalba parodyti, kad kreivé 42> + 4zy + y* — 122 — 6y 4+ 5 = 0 sudaryta
IS tiesiu ir rasti tu tiesiu lygtis.

6. Invariantu pagalba parodyti, kad kreivé z> — 6zy + 9y + 4 — 12y + 4 = 0 sudaryta
IS tiesiu ir rasti tu tiesiu lygtis.

7. Invariantu pagalba parodyti, kad kreive z? — 6zy — 7y? + 10z — 30y + 23 = 0 yra
hiperbolé ir rasti jos asimptoCiu lygtis.

8. Rasti kreives 22 4+ zy — y? — 22+ 2y — 1 = 0 liestines, statmenas tiesei z —y + 3 = 0.

9. Zinomos antros eilés kreivés simetrijos ays « —y + 3 = 0, z + y — 1 = 0 bei du jos
taSkai (1;1), (0;1). Rasti kreivés lygtj.

10. Zinoma parabolés simetrijos asis z — y + 1 = 0 bei du jos taskai (1;1), (0;1). Rasti
parabolés lygtj.
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Dalis 3

Antros eiles pavirsiali

3.1 Bendroji antros eilés pavirsSiaus lygtis

Tarkime yra fiksuota staCiakampeé koordinaCiu sistema Ozyz. Bendroji antros eilés pavirsi-
aus lygtis F'(z, y, z) = 0 Sios sistemos atzvilgiu yra

F(z,y,2) =an2° + a22y2 + asz2® + 2a197Y + 201372 + 2a93Yy2

(3.1)
+ 20147 + 2024y + 20342 + @44 = 0.

Remiantis bendraja pavirSiaus lygtimi sudaroma jos matrica A

a1l G122 A13 Q14
A= (21 Q22 A23 (A24
az1 Gz G33 0a34
Q41 G42 Q43 Q44

aplbreilant a91 = Q192, 31 = G13, A39 = A93, Q41 = G14, Q49 = Q24, Q43 = A34. Matrica A yra
simetring, t.y. AT = A. Pazyméje

et
Il
— N 8

gauname matricing antros pavirsiaus lygties forma

F(z,y,2) = XTAX =0,
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Si lygybé, kaip ir kreiviu atveju, jrodoma elementariais skaiCiavimais dauginant matri-
cas. Taip pat analogiskai jrodoma, kad

F(.T,y, Z) = .TFl(.T,y,Z) + yFQ(x,y,Z) + ZF3(£C,y,Z) + F4(.Z',y,2) ) (32)

kur
Fl z,Y,

( z) = anc + a1y + a132 + aus
Fy(x,y,2) = ant + any + asz + ag
(z,y,2)

(3.3)

Fy(z,y,2) = a3z + azy + a3z + ass

Fi(z,y,2) = ant + a4y + @432 + Qs -

13raidka a1122 + a0y + ass 2> + 20102y + 201322 + 2a23y 2 paprastai vadinama kvadratine
pavirSiaus lygties dalimi, 2a14x + 2a24y + 2a34z — tiesine dalimi, 0 a44 — laisvuoju nariu.

3.2 Kanonines antros eiles pavirsiu lygtys

Antros eilés pavirsiu lyg€iu prastinimas panaSus j lygCiu prastinimo procedurg kreiviu atveju
— apibréZiami invariantai, charakteringoji lygtis, pavirSiaus centras ir t.t... DZiugi Zinia
studentams — Sitg dalj mes praleidziame. Bet Si zZinia gali transformuotis j nezinig — stu-
dentas taip nieko ir nesuzinos apie pavirsius. Neleisdami jvykti tokiai Siurpiai katastrofai,
supazindinsime jus su kanoninemis antros eiles pavirsiu lygtimis. Veliau, naudodamiesi
Siomis lygtimis, panagrinésime paprasCiausias pavirsiu geometrines savybes. Tokiu budu
bent kiek susipazinsite su pavirsiu teorija. Dabar gal ir nepajusite, kad, lyginant su kreivemis,
pavirSiu matematinis nagrinejimas yra Zymiai sudetingesnis. Bet nepamirskite — dauguma
naudingu objektu (automobiliai, batai, ...) yra sudaryti iS jimantriu pavirsiu.

Dabar pateikiame pilna kanoniniu lygCiu saraSa, jtraukdami j jj ir pavirSius, sudarytus is
plokStumu, bei menamus pavirSius. Bet pieSiame ne visus pavirsius — menamu nera kg ir
piesti, o pavirsiai, sudaryti is plokStumu, puikiai suvokiami ir be piesinio pagalbos.

1. Elipsoidas

2 2 2
LI R (3.4)

2. Menamas elipsoidas
2 2 2

LA - (3.5)



Pav. 3.2: VienaSakis hiperboloidas.

3. Vienasakis hiperboloidas
2 2 2

z Yy z
a2 b c?

4. Dvisakis hiperboloidas
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5. Kugis

3,/.2 y2 22

o (3.8)
6. Menamas kugis

1.2 y2 22

—+5+—5=0. (3.9)
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7. Elipsinis paraboloidas

8. Hiperbolinis paraboloidas

Pav. 3.4: Kugis.

2 2
2y
2tE=?%
2 2

e Yy _
2 E Y
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Pav. 3.5: Elipsinis paraboloidas.

Pav. 3.6: Hiperbolinis paraboloidas.
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Pav. 3.7: Elipsinis cilindras.

Pav. 3.8: Hiperbolinis cilindras.

9. Elipsinis cilindras

(3.12)

10. Hiperbolinis cilindras

(3.13)

11. Menamas elipsinis cilindras

(3.14)
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Pav. 3.9: Parabolinis cilindras.

Parabolinis cilindras
y* = 2p .

Pora susikertanCiu plokStumu

a?z? —*yr=0.

Pora menamu susikertanCiu plokstumu

a’r? + b2y2 =0.

Pora lygiagreciu plokstumu

y2 — 0,2
Pora menamu lygiagreciu plokStumu
y2 = —g2
Dviguba plokstuma
y> =0
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Pav. 3.10: Panasios elipsés: k£ = 1 — iSoriné elipsé; k = 1/2 — tarpiné elipsé; k = 1/4 -
vidineé elipse.

3.3 Antros eilés pavirsiu formos tyrimas

IStirsime antros eilés pavirSius, matematiSkai pagrisdami paveiksléliuose pavaizduotas for-
mas. Siam tikslui panaudosime seng (labai labai sena, i3 tu neatmenamu laiku, kai Zmones
dar nezinojo kas yra kompiuteris ir internetas) metoda: pavirSius "pjaustomas” lygiagreciomis
plokstumos; plokStumos ir pavirSiaus sankirta yra kreive; stebint kaip keiciasi sankirtos
kreive suvokiama (pajauCiama) ir paties pavirSiaus forma. PradZioje jrodysime keletg pagalbiniu
teiginiu.

Teiginys 9 Lygtis

.T2 y2 )

E + b_2 - k ,k > 0 ,

apibrézia elipse, kurios: centras yra (0;0); pusa3és lygios ka ir kb; virSunés priklauso
koordinatinéms asims (Pav.3.10).

Irodymas Lygtj dalijame i$ k2 ir gauname

Si kreives lygties forma ir uzbaigia jrodyma (prisiminkime, kg turéjome Zinoti apie elipse).
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Pav. 3.11: PanaSios hiperbolés: k£ = 1 — iSoriné hiperbolé; k¥ = 1/2 — tarpiné hiperbolé;
k = 1/4 —vidiné hiperbolé.

Teiginys 10 Lygtis
:L'2 y2 0
? - b_2 == k ,k > 0 ;
apibrézia hiperbole, kurios: centras yra (0;0); realioji pusasé lygi ka; asimptotés yray =

+2g; virsunes priklauso z-asiai (Pav.3.11).

Ka tik pateikto irodymo dvynys Lygtj dalijame i$ & ir gauname

Teiginys 11 Lygtis
vi=2pz+a
apibrézia parabole, kuri gaunama i$ parabolés y? = 2px lygiagreciai ja pastumus vektori-
aus (—%; 0) kryptimi ir dydziu (Pav.3.12).
Irodymas Lygtj paraSome pavidale
29 2y,
y' = 2p(z + 2p)
Siais teiginiais naudosimeés tirdami lygiagrecius pavirSiu piuvius. Papildoma svarbi in-
formacija apie pavirSiaus forma gaunama stebint, kokiomis kreivémis juda charakteringi
lygiagreCiu piuviu taskai — kreiviu virSunes.
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Pav. 3.12: Panasios parabolés: ¢ = 0 — tarpine parabolé; « = 1 — kairioji parabolé; a = —1
— desinioji parabolé.

K

Pav. 3.13: Bendrasis cilindras.

3.3.1 Cilindrai

Pradekime nuo lengviausiai suvokiamu pavirsiu — cilindru. Nors Sis terminas zinomas i$
mokyklos laiku, pasitikslinkime jj.

Apibréezimas 14 Bet kokiai kreivei K ir krypCiai L = (I;m;n) cilindru vadiname pavirsiu,
kuri sudaro krypties L tieses, kertancios kreive K.

Jsidemekite — kreive K yra bet kokia (jokiu specialiu sglygu, Zr. Pav. 3.13).
Jei gerai Zinoma vamzdj (K yra apskritimas, L — jo plok§tumai statmena kryptis) prikim-

Site sprogmenu ir isdykaudami bumptelsite, vamzdZzio aiSku neliks, bet kg tik grieztai matem-
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Pav. 3.15: Kugio griauciai.

atiSkai apibreZtu cilindru atsikratyti nepavyks. Veikiausiai teks susluoti aibg daleliu, panasiu
i pavaizduotg Pav. 3.13.

Jei konkreCioje pavirSiaus lygtyje F'(z,y,z) = 0 néra kintamojo z, tai tokia lygtis
apibreZia cilindra, sudaryta is tiesiu, lygiagreCiu z-aSiai, ir kertanciu zy-plokstumos kreive,
apibréztg lygtimi F(z,y) = 0. Si kukli pastaba paaiskina elipsinio, hiperbolinio ir parabo-
linio cilindru forma bei pavadinima.

3.3.2 Kugis

Kadangi kugio lygtyje (3.8) kintamieji z, vy, z yra tik kvadrate, z—, y— ir z—plokStumos
yra jo simetrijos plokitumos. Todel uZtenka panagrinéti tik vieng i$ simetriniu kugio daliu,
pavyzdziui z > 0.

PlokStumos z = z, ir kugio sankirta yra elipsé

2 2 2
z Yy e 2 _ ~0
Eer_?_k’ kur k_g

Naudodamiesi Teiginiu 9 gauname, kad kugis sudarytas i mazejanCiu panasSiu elipsiu
(zr. Pav. 3.14). PlokStumoje z = 0 elipse susitraukia j taska . Sig elipsiu virSunés yra
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plok§tumose z = 0 ir y = 0, kurios su kugiu kertasi tiesemis

z =0 z =0 y=20 y=10
g_fzo’ g_f_f:()’ E_f:()’ f_f:()'
b ¢ b ¢ a c a c

PlokStumomis z = z, iSkertamu elipsiu virSunés SliauZia Siomis tiesemis. Paéme dalj
(nei per tankiai, nei per retai) Siu lygiagreciu elipsiu ir tieses, kuriomis juda ju virsunés, gau-
name ganétinai charakteringg modelj — pavirSiaus griaucius. Jie pakankamai gerai apibudina
patj pavirSiu, nors, kaip ir kur nors vidurnaktj beslampingjantis skeletas, didelio Zavesio
nekelia.

Dar viena svarbi pastaba. Per taSka A(xo; o, 20) ir kugio virSung (0;0;0) einanCios
tiesés bet kuris tadkas turi pavidala (tzo; tyo, tzo). Todél, jei A priklauso kugiui,

(tro)? + (tyo)? + (tz)? = 2 (@2 + 2 + 22) =0,

t.y. visa tiesé priklauso kugiui. Vadinasi, kugj galime sudaryti is tiesiu, iSvesdami jas per
kugio virSune ir elipsées

taskus.

3.3.3 Elipsoidas
IS elipsoido lygties (3.4) gauname, kad jis yra "dezuteje"”, apibréztoje nelygybemis
[z <a  fyl<b o, 2 <e.

Analogiskai iSnagrinétam kugio atvejui, z—, y— ir z—plokStumos yra elipsoido simetrijos
plokStumos. PlokStumos z = z ir elipsoido sankirta (Zr. Pav. 3.16) yra elipsé

2 2 2
z Yy e 2 _ 20
) + i k*, kur k*=1-— =
Sig lygiagreCiu elipsiu virsunés juda elipsemis
z=0 y=20
2 2 2 2
Y z5 T ¢
pta=t lgta=!

Kai |z9| = ¢, elipsé susitraukia j taSka. Elipsoido griauciai pavaizduoti Pav. 3.17.
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Pav. 3.16: Elipsoido piuviai.

Pav. 3.17: Elipsoido griauciai.

Pav. 3.18: VienaSakio hiperboloido piuviai.
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Pav. 3.19: Vienasakio hiperboloido griauciai.

3.3.4 Vienasakis hiperboloidas

IS vienaSakio hiperboloido lygties (3.6) gauname, kad z—, y— ir z—plokStumos yra jo
simetrijos plokStumos. PlokStumos z = z ir vienaSakio hiperboloido sankirta (zr. Pav. 3.18)

yra elipsé

2 2 22

T Y- .9 2 _ 0
E+b—2—l€, kur k—1+c—2.

Sig lygiagreCiu elipsiu virsunés juda hiperbolémis

z=0 y=20

2 2 , 2 2 )
y _ % _4 T2
b2 2 a? 2

Maziausig elipsg gauname, kai z, = 0. Ji vadinama vienaSakio hiperboloido Ziotimis. Vien-
aSakio hiperboloido griauciai pavaizduoti Pav. 3.19.

3.3.5 DviSakis hiperboloidas

IS dviSakio hiperboloido lygties (3.7) gauname, kad z—, y— ir z—plokStumos yra jo simetri-
jos plokStumos. PlokStumos z = zg ir dviSakio hiperboloido sankirta (Zr. Pav. 3.20) yra

elipse
fE2 y2 0 ) 2
? + b_2 =k , kur k%= —

Siu lygiagre€iu elipsiu virdunés juda hiperbolémis



Pav. 3.20: DviSakio hiperboloido piuviai.

Pav. 3.21: Dvisakio hiperboloido griauciai.

Kai |zo| = c, elipsé susitraukia j taSka. DviSakio hiperboloido griau€iai pavaizduoti Pav. 3.21.
(Pav. 3.20 ir Pav. 3.21 pavaizduota tik viena $io pavirSiaus dalis.)

3.3.6 Elipsinis paraboloidas

IS elipsinio paraboloido lygties (3.10) gauname, kad z— ir y—plokStumos yra jo simetrijos
plokstumos. PlokStumos z = zg, 2o > 0, ir elipsinio paraboloido sankirta (Zr. Pav. 3.22) yra

Pav. 3.22: Elipsinio paraboloido piuviai.
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Pav. 3.23: Elipsinio paraboloido griauciai.

elipse
oy 2 2
?+b_2:k’ kur £k =2z.

Siu lygiagre€iu elipsiu virdunés juda parabolémis

=0 y=20
v =202 " | 22 =2d%2

Kai z, = 0, elipsé susitraukia j taska. Elipsinio paraboloido griauciai pavaizduoti Pav. 3.23.

3.3.7 Hiperbolinis paraboloidas

IS hiperbolinio paraboloido lygties (3.11) gauname, kad x— ir y—plokStumos yra jo simetri-
jos plokstumos. Plok§tumos z = zg ir hiperbolinio paraboloido sankirta (Zr. Pav. 3.24) yra

hiperbolée
2 2
S =k K =22%,220;
1,2 2
_¥+:Z—2:k2, k2:—2ZQ,ZOS0.

Pasitelke Teiginj 10 galime nesunkiai priprasti prie tokio hiperbolinio paraboloido modelio.

Visgi daugelis geriau suvokia Sio pavirSiaus forma, kai jis raikomas lygiagreciomis plokstu-

momis y = y, (Zr. Pav. 3.25). Siuo atveju pavirsiaus formos pojutj skatina Teiginys 11.
Hiperbolinio paraboloido ir plokStumos y = ¥, sankirta yra parabolée

2 2 a® ,
z =2az+b—2y0.
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Pav. 3.24: Hiperbolinio paraboloido "hiperboliniai" piuviai.

by

Pav. 3.25: Hiperbolinio paraboloido "paraboliniai" piuviai.
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Pav. 3.26: Hiperbolinio paraboloido griauciai.

Sig lygiagreCiu paraboliu virSunés juda parabole

rz=0
P =—20%2

Hiperbolinio paraboloido griau€iai pavaizduoti Pav. 3.26.

3.4 Antros eilés pavirsiu tiesines sudaromosios

Antros eiles pavirsiaus tiesine sudaromaja vadiname jam priklausancia tiesg. Keletas zodZiu
apie terming sudaromoji. Galima nurodyti ne vieng bendresnj, ne antros eiles pavirsiu,
turintj jam priklausancias tieses, kurios nevadinamos sudaromosiomis. PrieZastis: tik tos
kelios tieses, jokios kitos, priklauso pavirSiui; antros eilés pavirsiu atveju jam priklausancig
tiese galima tolygiai judinti taip, kad pajudintos tieses liktu pavirsiuje; pajudintosios tieses
sudaro (uZpildo) visa pavirsiu.

Akivaizdu, kad visi cilindrai turi tiesines sudaromasias. Skyrelio 3.3.2 pabaigoje paro-
déme, kad kugis irgi turi tiesines sudaromasias. Prie$ pradedant nagrinéti vienaSakj hiper-
boloida ir hiperbolinj paraboloida jrodysime neigiamo pobudzio teiginj.

Teiginys 12 Elipsoidas, dviSakis hiperboloidas ir elipsinis paraboloidas neturi jiems pri-
klausanciu tiesiu.
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Irodymas 1) Elipsoidas. Akivaizdu, nes tikrai nepavyks begalinés tieses sukimsti j
"dezute” {|z| < a, ly| <b,|2 < c}.

2) Dvisakis hiperboloidas. Tiese, kuri nelygiagreti zy-plokStumai, negali priklausyti
dvisakiui hiperboloidui: ji kirstu plokStumas z = c ir z = —c, tarp kuriu néra pavirsiaus
tasku. Kaip jau Zinome, plokStumos z = z, ir dviSakio hiperboloido sankirta yra elipse. Tali
nepalieka tiesei jokiu galimybiu priklausyti pavirsiui.

3) Elipsinis paraboloidas. Samprotaujame panasSiai kaip ir dvisakio hiperboloido atveju,
nes elipsinis paraboloidas neturi tasku erdves dalyje z < 0.

VienaSakis hiperboloidas
VienaSakio hiperboloido lygtj (3.6) paraSome pavidale

G- -0-2)0+1).

IS Sio vienaSakio hiperboloido lygties pavidalo lengvai gauname, kad tiesés

(3.21)

r y (3.22)

m(t+2)=1-12

a b c

priklauso pavirsiui. TolydZiai keisdami parametrus y; ir p, gauname dvi tiesiniu sudaromuju

Seimas. Abieju Seimu tiesés pavaizduotos Pav. 3.27. Bet, jei busime preciziskai tikslus, Sios

tiesiu Seimos neuzpildo viso vienaSakio hiperboloido — pavirsiuje lieka mazytis plyselis. Si
plySelj=neuzpildyta tiese panaikiname apibreZzdami kiekvienos Seimos ribines tieses

rf_izf“(l‘y) 'i(z_z)zl_g 1-2 =9
lim { ¢ b ¢/ _ qim { M@ b c c
e m(g) =t o L1l | e =0
\ a b C L a b_/'LI C a b
(1 /x =z
rf—i:u2(1+g) _(___>:1+Q 1+Q:0
lim ¢ ¢ b ¢/ _ qim { #2104 b ¢ _ c
pi2—00 M2(£+E :1_Q pr—oo | X f—i<1_g) z EZO.
\ a b C L a b_/JQ cC a b




Pav. 3.27: Vienasakio hiperboloido tiesines sudaromosios.

Hiperbolinis paraboloidas

Hiperbolinio paraboloido lygtj (3.11) paraSome pavidale

G-+ -

IS Sio hiperbolinio paraboloido lygties pavidalo lengvai gauname, kad tiesés

r -y
{a_b:u1 (3.23)

T Y\ ’ '

m(G+5) =2

Zz

atimm

w(E-2) =2 29
a b

priklauso pavirsiui. TolydZiai keisdami parametrus y; ir uo gauname dvi tiesiniu sudaromuju
Seimas. Abieju Seimu tieses pavaizduotos Pav. 3.28.

Pateikiame dar vieng hiperbolinio paraboloido modelj, kuris vartojamas geometriniame
modeliavime.

Tegul A, B, C,D yra erdvinio keturkampio virsunés. Paimkime visas tieses M M, kur
M € AB,M' € DC ir taskai M, M’ dalo atkarpas AB, DC tuo paciu santykiu. Tokiu tiesiu
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A C

Pav. 3.29: Bitiesinis hiperbolinio paraboloido modelis.

visuma sudaro hiperbolinj paraboloida. Kita tiesiniu sudaromuju Seima gauname imdami
tieses NN/, kur taskai N, N’ dalo atkarpas AD, BC tuo pagiu santykiu. Sis bitiesiniu
vadinamas hiperbolinio paraboloido modelis pavaizduotas Pav. 3.29.

3.5 Sukimosi pavirsiali

Sukimosi pavirSiai buvo atrasti labai seniai, kai i$ primityvios bezdZiones iSsivystes Zmo-
gus panoro turéti patogius indus valgiui ir troSkulio malSinimui. Greitai puodZiaus (kaip
Siom dienom informatiko) profesija pasidaré gana populiari, nes uztikrino pakankamai gera
pragyvenimo lygj. Pazvelkime j puodziaus darbo procesa matematiko akimis — kadangi
ruosiates jgyti panasia garbinga profesija, Sio proceso supratimas turétu padeti suvokti antros
eiles pavirsiaus forma.

Tegul kreivé K yra sukama apie kokig nors a8j L. Pradinés kreives taSkai sukdamiesi
bréZia apskritimus, kuriu visuma sudaro sukimosi pavirsiu. Dalis sukimosi pavirsiaus pavaiz-
duota Pav. 3.30.

Specialiai parinkus kai kuriu antros eiles pavirsiu parametrus, jie tampa sukimosi pavirsi-
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Pav. 3.30: Sukimosi pavirsius.

ais. Suprasti, kaip tai atsitinka, padeés Si paprasta pastaba.
Teiginys 13 Tegul kreive K

y=0

dz’+¢(z) =0
yra sukama apie z-asi. Sukimosi pavirsiaus lygtis yra

dz® +y*) +g(2) =0.

Irodymas Tegul M (z;0; z) yra pradines kreives K taskas. Sukant kreive K apie z-aSj,
judancio taSko M atstumas iki z-aSies bei jo z-koordinaté nesikeiCia. TaSko M(z;y; 2)
atstumo iki z-aSies kvadratas yra z% + y2. Todél taSkui M sukantis apie z-a$j pradiné salyga
y =0, dz® + g(z) = 0 pasikei€ia j d(z? + y?) + g(z) = 0.

3.5.1 Sukimosi elipsoidas

Kreive K pasirenkame elipse

y:O

2 2

T z

2 Tae=!
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Remiantis Teiginiu 13 gauname, kad sukimosi pavirsiaus lygtis yra

2 2 2
vty -I-Z—:l.
a? c?

Taigi lygtis (3.4) apibréZia sukimosi elipsoida, jei a = b. Papildoma sglygaa = b = ¢
reiskia, kad turime spindulio a sferg.

3.5.2 Vienasakis sukimosi hiperboloidas

{yzo
x? 22
2 !

$2+y2 22
> T a L
a C

Lygtis (3.6) apibrézia vienaSakj sukimosi hiperboloida, jei a = b.

Kreive K pasirenkame hiperbole

Sukimosi pavirsiaus lygtis yra

3.5.3 DviSakis sukimosi hiperboloidas

{yo
2 22
“e2tae=!

Kreive K pasirenkame hiperbole

Sukimosi pavirsiaus lygtis yra

Lygtis (3.7) apibréZia dviSakj sukimosi hiperboloida, jei a = b.
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3.5.4 Elipsinis sukimosi paraboloidas

{yzo
2

ZT
P

.’L‘2+y2
2

Kreive K pasirenkame parabole

Sukimosi pavirsiaus lygtis yra
=2z.

a
Lygtis (3.10) apibréZia elipsinj sukimosi paraboloidg, jei a = b.

3.5.5 Elipsinis sukimosi cilindras

Kreive K pasirenkame pora lygiagreciu tiesiu
y=0
2
a

Lygtis (3.12) apibréZia elipsinj sukimosi cilindrg, jei a = b.

Sukimosi pavirsiaus lygtis yra

3.6 PlokStumos ir antros eiles pavirSiaus sankirta

Tirdami antros eilés pavirsSius kirtome juos specialiai parinktomis plokStumomis, gaudami
antros eiles kreives. Kertant antros eilés pavirSiu bet kokia plokStuma taip pat gauname
antros eilés kreives:

1) pasirenkame koordinaCiu sistema O'z'y’2" taip, kad kertamoji sutaptu su plokstuma
2 =0;

2) istate 2z’ = 0 ] pavirSiaus lygti F'(z', ', 2') = 0 gauname antros eilés kreiveés lygtj
F'(«',y',0) = 0 atzvilgiu koordinaciu sistemos O'z"y/,

3) tiriame gautgjg antros eiles kreives lygtj.

Ka tik apraSyta procedura nesunkiai programuojama kompiuteriniam $io uzdavinio spren-
dimui. Studentai jos nemegsta, kai reikia skaiciuoti naudojantis tik raSikliu ir popieriaus
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lapu — tenka parinkti koordinaciu sistema O'z'y’, 0 po to rasti kanoning sankirtos lygtj. Tai
nemazos apimties skaiCiavimai, smarkiai erzinantys normalu studenta. Bet jei reikia rasti
tik sankirtos kreives tipg, skaiCiavimai Zymiai supaprasteja.

Pavyzdys
Salyga Rasti pavirSiaus 22 + 2y 4+ 2% + 22y — 22 — 2y + 42z + 2 = 0 ir plok$tumos
2x +y — z — 2 = 0 sankirtos kreives tipa.

Sprendimas Spreskime §j uzdavinj taip, kaip, daug nesukdami galvos, sprendzia daugelis
studentu. Ir tik pabaigoje panagrinésime, kodel jj iSsprendeme teisingai.

Reikia rasti sankirtos kreive? Jokiu problemu, sprendZiame sistema

2r+y—2—-2=0
22422+ 242y — 20— 2y +42+2=0"

istatydami iSraiska z = 2z + y — 2 ] antrgja lygtj. Taip gauname lygtj

922 + 102y + 4y?> — 10z — 6y +2 =10 (3.25)
Skaiciuojame Sios lygties invariantus: I; = 13, I, = 11, I3 = —9. Kadangi I, > 0. 0 I; ir
I prieSingu Zenklu, lygtis (3.25) apibrézia elipse. RaSydami
Atsakymas Sankirtos kreive yra elipse.

gaunate visus Siam uzdaviniui skirtus balus. Atsargiai(!!!), tik neplepékite, kad lygtis (3.25)
yra sankirtos kreivés lygtis. Jums priklausantis balas tikrai bus sumazintas. Lygtis (3.25)
yra sankirtos kreives projekcijos j zy-plokstuma lygtis. Kadangi, projektuojant antros eilés
kreive j plokStuma, jos tipas nesikeiCia, atsakymas teisingas.

Geras pratimas Kada sankirtos kreive yra Zemesnio (ne antrojo) laipsnio?

Dar geresnis pratimas Panagrinekite, kokio tipo kreives gauname kirsdami plokStuma:
elipsoida; vienasakj hiperboloida; dvisakj hiperboloida; kugj; elipsinj paraboloida; hiperbo-
linj paraboloida; elipsinj cilindrg; hiperbolinj cilindra; parabolinj cilindra.

3.7 Antros eilés pavirSiaus ir tieses sankirta

Si procedura visiskai analogiska i3nagrinétai kreiviu atveju.
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Jei Zinomas tiesés taSkas A(xo; yo; 20) ir jos krypties vektorius L(I; m; n), bet kurio tiesés
taSko M (z;y; z) koordinates paraSome pavidale

T =1t+ x
y =mt+ yo (3.26)
z=nl+ 2

Jstate Sias iSraiSkas j bendrgja pavirSiaus lygtj (3.1) ir sugrupave gautojo reiskinio narius
atzvilgiu t, gauname lygtj
Pt +2Qt+ R=0, (3.27)

kur
P = a11l2 + CLQQT)’ZQ + a33n2 + 2a12lm + 2@13[” + 2a23mn y

Q = Fl (.’1?0, Yo, ZO)Z + FQ('T()? Yo, ZO)m + Fg(.To, Yo, Z())n ’ (328)
R = F(%a Yo, Zo) .

Istate lygties (3.27) Saknis ¢y, ¢, j (3.26) gauname bendruju tieses ir antros eiles pavirSiaus
tasku koordinates.
Bendru atveju, jei P # 0, gauname, kad kvadratiné lygtis (3.27):

e turi dvi skirtingas Saknis — tiese kerta pavirsiu dviejuose taskuose,
e turi vieng Saknj — tiese kerta pavirSiu kartotiniame taske;
e neturi Saknu — tiesé pavirSiaus nekerta.
ApibréZimas 15 Vektoriaus L(I; m;n) kryptis vadinama asimptotine, jei
a111% + agem? + assn® + 2a15lm + 2ay3in + 2a93mn =0 . (3.29)
Asimptotines krypties atveju lygtis (3.27):
o turi vieng Saknj — tiesé kerta pavirsiu viename taske;
o neturi Saknu — tiesé pavirSiaus nekerta;

o turi be galo daug Saknu (virsta tapatybe 0 = 0) — tiese priklauso pavirsiui.
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3.8 Antros eiles pavirsiaus lieCiamoji plokStuma
Si dalis analogiska jau nagrinétoms antros eilés kreiviu liestinems.

ApibréZzimas 16 Neasimptotinés krypties tiesé vadinama antros eilés pavirSiaus liestine
taSke A, jei A yra kartotinis tiesés ir pavirSiaus sankirtos taskas. Asimptotinés krypties
tiesé vadinama antros eilés pavirsiaus liestine, jei ji priklauso pavirsiui.

Teiginys 14 Tieses, lieCianCios pavirsiu taske A(z; yo; 29) sudaro plokstuma, kurios lygtis
yra

Fy(20, Yo, 20)T + F2(20, Yo, 20)y + F3(20, Y0, 20)2 + Fu(20,%0,20) = 0. (3.30)
Irodymas Tarkime liestines krypties vektorius yra (I; m; n). Lygtis (3.27) jgyja pavidala
P2 +2Qt=0,

nes A priklauso pavirsiui, t.y. R = F(xo,y0,2) = 0. Si lygtis tikrai turi 3aknj ¢ = 0. Jei
(I;m; n) yra neasimptotinés krypties, tai Si Saknis yra kartotiné. Todél @ = 0. Jei (I;m;n)
yra asimptotinés Krypties, tai P = 0. Siuo atveju tiesé priklauso pavirsiui, jei Q@ = 0.
Vadinasi, bet kuriuo atveju butina ir pakankama lietimosi sglyga yra

Q = Fi(zo0, Yo, 20)l + F>(xo, Yo, 20)m + F3(x0, Yo, 20)n = 0.

Kadangi (I;m;n) yra liestinés krypties vektorius, i3 Sios salygos gauname, kad vektorius
(F1(z0, Yo, 20); Fa(xo, Yo, 20); F3(o, Yo, 20)) Statmenas liestinei. Tai reiSkia, kad liestinés
sudaro plokstuma, kurios lygtis yra

Fi (o, Yo, 20)(x — o) + F2(Z0, Yo, 20) (¥ — Yo) + F3(Zo, Yo, 20)(2 — 20) = 0.
Sig lygtj Siek tiek pertvarkome

Fi(zo, Y0, 20)x + Fo(20, Yo, 20)y + F3(20, Yo, 20)2
— (Fi (0, Yo, 20)To + Fa(x0, Yo, 20)Yo + F3(x0, Yo, 20)20) = 0 .

Kadangi F'(zo, yo, 20) = 0, pasinaudoje lygybe (3.2), irodyma baigiame.
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3.9 Pavirsiaus ir lieCiamosios plokStumos sankirta

Jau Zinome, kad antros eilés pavirSiaus ir plok§tumos sankirta yra antros eilés kreive. Jei
plokStuma yra lieCiamoji, sankirtos kreives tipas yra ne bet koks. Nagringjame tik tuos
antros eiles pavirsius, kurie néra sudaryti i$ plokStumu.

Teiginys 15 Antros eilés pavirSiaus ir lieCiamosios plok§tumos sankirta gali buti:
1) vienas taskas (iSsigimusi elipsé);

2) pora susikertanciu tiesiu;

3) dviguba tiese.

Irodymas Koordinaciu sistema parenkame taip, kad lietimosi taSkas sutaptu su koordi-
naCiu sistemos pradzia, o lieCiamosios plokstumos lygtis butu z = 0. 15 (3.30) gauname,
kad a4 = 0, ass = 0, agy = 0. Todel sankirtos kreiveés lygtis yra

CLH.Z'Z -+ 2@121@ -+ a22y2 =0.

I$ jau nagrinetos Kreiviu teorijos seka, kad tegalimas tik kuris nors i$ sumineétu atveju.

Pirmuoju atveju lietimosi taSkas vadinamas elipsiniu, antruoju — hiperboliniu, tre€iuoju
— paraboliniu.

3.10 Charakteringu uzdaviniu sprendimas

Pateikta pavirsiu teorija tur but suzavéjo ne vieng studentg. Bet visgi jo poziuriu Sioje teori-
joje yra rimtas trukumas — be uzdavinio apie sankirtos kreives tipo radima, neaiSku ka reikés
spresti per egzaming. UZpildome Sig spraga keliu charakteringu uzdaviniu salygomis bei ju
sprendimu.

3.11 Cilindro lygties radimas

Salyga Rasti lygtj cilindro, kurio tiesinés sudaromosios lygiagrecios vektoriui L(1;3;1) ir
kerta kreive K

2r+y+2=0
P4yt 4222 =1
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Sprendimas Tegul taskas M (z; y; z) priklauso cilindrui. Bet kuris tiesinés sudaromosios,
einancCios per M, taskas turi pavidala N (z+t; y+3t; z+t). Kadangi sudaromoji kerta kreive
K, egzistuoja tokia t reikSme, kad tasko /V koordinatés tenkina kreives lygtis, t.y.

2@ +t)+y+3t+2+t=0
(z+1)*+ (y+3t)2+2z+1)* =1

IS pirmosios salygos seka, kad ¢t = —(2x + y + 2)/6. ]state Sig iSraiSka j antraja salyga ir
atlike aritmetinius veiksmus gauname

Az —y—2)* + (=22 +5y — 2)* +2(—2x —y + 52)* = 36
Dar Siek tiek kantrybés ir paraSome atsakyma — cilindro lygtj:

Te? + Ty? +132° — bay — 1laz — Tyz —9=0.

3.11.1 Kugio lygties radimas

Salyga Rasti lygtj kugio, kurio tiesinés sudaromosios kerta kreive K

20 +y—+2=0
4+ 4272 =1 ’

0 A(1,1,2) yra kugio virSuné.

Sprendimas Tegul taSkas M (z; y; z) priklauso cilindrui. Tiesinés sudaromosios, einancios
per M, krypties vektoriusyra AM = (z—1;y—1; z—2). Todél bet kuris Sios sudaromosios
taSkas turi pavidala N(1 + (z — 1)t;1 + (y — 1)¢; 2 + (2 — 2)t). Kadangi sudaromoji kerta
kreive K, egzistuoja tokia ¢ reikSme, kad tasko NV koordinatés tenkina kreives lygtis, t.y.

2<1+(:c—1)t)—|—1+(y—1)t—|—2+(z—2)t=0

(1+@- 1)t>2+ (1+ - 1)t>2+2(2+ (z—2)t)2 —1

IS pirmosios saglygos seka, kad t =
cilindro lygtimi, gauname atsakyma:

— Ty Dar kiek panaSiai pasikuite, kaip ir su

412% + 24y® 4+ 1022 + 6zy — 5dxz + 32yz + 20z + 10y + 102 — 25 =0 .
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3.11.2 Tiesiniu sudaromuju radimas
Salyga Rasti hiperbolinio paraboloido 422 — 9y? = 2z tiesines sudaromasias, einancias per
pavirsiaus taSka A(1;2; —16).

Pirmas sprendimo budas Remdamiesi formule 3.23 vieng i$ sudaromuju ieskome pavi-
dale
20 — 3y = 1y
2z +3y) =2z

Kadangi sudaromoji eina per taskg A, jstate taSko A koordinates j pirmaja lygtj gauname
11 = —4. Su antrgja lygtimi galime negaisti, nes tikrai gausime tokig pat j; reikSme. Taigi,

viena i$ sudaromuju yra
20 — 3y = —4
Ax+6y=—2z

Remdamiesi formule 3.24 randame antrg sudaromaja:

20+ 3y =8
8+ 12y =2

Antras sprendimo budas leSkome tiesinés sudaromosios krypties vektoriaus (;m;n)
naudodamiesi formulémis (3.27) ir (3.28): R = 0, nes A priklauso pavirsiui; P = 41>—9m?;
Q@ = 4l — 18m — n. Tiese priklauso pavirsiui, jei P = 0, Q = 0, R = 0. Spresdami sistema

4 —9m* =0
4 —-18m —n =20
gauname (I = 3m , n = —12m) ir (I = —2m , n = —24m). Fiksave m = 2 turime du

sudaromuju Krypties vektorius (3; 2; —24) ir (—3; 2; —48). Todel ieskomu tiesiniu sudaromuju
kanonines lygtys yra

r—1 y—2 2416 r—1 y—2 2416

32 —24 7 -3 2 —48
Antrasis sprendimo budas yra universalesnis. Naudodamiesi juo iSspreskite dar vieng
uzdavinj.
Salyga Rasti pavirsiaus 222 + 2y? — 22 — bay + x2 + yz — 62 +y + 2z — 3 = 0 tiesines
sudaromasias, einancias per jo taSka A(1; —2; 3).
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3.12 Pratimai bei uzdaviniai

Standartine temos nagringjimo pabaiga — uzduotys savarankiskam darbui.

1. Rasti pavirSiaus 3y +422 424z +12y— 7224360 = 0 ir plok§tumos z—y+2z—1 =0
sankirtos kreives tipa.

2. Rasti pavirsiaus 2 + 5y? + 22 + 2xy + 6x2 + 2yz — 2x + 6y + 22 = 0 ir plokStumos
2x — y + z = 0 sankirtos kreives tipa.

3. Rasti pavirsiaus 22 — 3y + 2> — 6zy + 2yz — 3y + z — 1 = 0 ir plokstumos
2x — 3y — z + 2 = 0 sankirtos kreives tipa.

4. Rasti lygtj cilindro, kurio tiesinés sudaromosios statmenos plokStumai 2z —4z+3 = 0
ir kerta kreive K
v +22—-2=0
r—2z=0
5. Rasti lygtj cilindro, kurio tiesinés sudaromosios lygiagrecios z-aSiai ir kerta kreive K
{(w—1)2+(y+3)2+(z—2)2=25

rT4+y—2+2=0

6. Rasti lygtj kugio, kurio tiesinés sudaromosios kerta kreive K

)

(=1 +(y+3)°+(2-2)" =25
z+y—2+2=0

0 A(1,—1,1) yra kugio virSuné.

7. Rasti pavirSiaus

ir tieses

sankirtos taskus ir plokStumas, lieCianCias pavirSiu tuose taskuose.
8. Rasti pavirsiaus 252 + 16y2 — 922 = 25 lieCiamasias plokstumas, iSvestas per tiesg

_y—1_ z-1
2 3

z
1
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9. Rasti pavirSiaus 22 + 9y% — 422 = 4 tiesines sudaromasias, einancias per jo taska
(2;2;3).

10. Rasti pavirsiaus 22 + y? + 222 — 2y — 62z — 3yz — 2w + 6y — 7z — 1 = 0 tiesines
sudaromasias, einancias per jo taska (3; —2;0).
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Dalis 4

Bézier kreives

4.1 Afinine tasku kombinacija

4.1.1 Pamokantis pavyzdys
Tarkime turime du taSkus M ir M.

(1) Fiksuojame koordinaciu sistema Oxy ir suskaiCiuojame tasku koordinates

M, = ($1;y1), M, = ($2§y2) ;

(2) tasku koordinates (padauginame i$ 1 ir) sudedame
LMy 4+ 1My = (121 + 1295 1yy + 1) = (735 3) ;
pazymime Ms = (z3;y3);

(3) tasku koordinates padauginame i$ % ir sudedame

1 1 11 1 1
M+ =M, = (— e ): ua) ;
9 1+ 5 2 2$1+ 21‘2 2y1+ 2y2 (l‘4 y4)

pazymime My = (24; ya);

Atlikdami tuos paCius veiksmus atzvilgiu Kitos koordinaciu sistemos O'z'y’ gauname taskus
M3 ir Mj. Nesunku pastebéti, kad M, = M; , bet taSkai Ms ir M} skiriasi (Zr. Pav. 4.1).
PerSasi iSvada, kad reiskinys 3 M; + M, turi geometring prasme (atkarpos M M, vidurio
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M, M, M;

M,y M

Pav. 4.1: 1M, + 1M, it LM, + 1M,

taskas), o reiSkinys 1M; + 1M, neturi, nes gaunamas rezultatas priklauso nuo koordinaciu
sistemos parinkimo. PavirsutiniSka bloguolio 1M, + 1M, ir geruolio %Ml + %MQ apziura
atskleidzia esminj ju skirtuma: pirmuoju atveju 1 + 1 # 1; antruoju atveju % + % = 1.

4.1.2  Afinine taSku kombinacija nepriklauso nuo koordinaciu sistemos
parinkimo

Dabar matematiSkai pagrisime tai, ka neseniai pastebejome atskirame pavyzdyje:

Afinine tasku kombinacija Tegul my +mgy + ... +m, = 1. ISraiSka m, M; +my M, +
... + m, M, turi geometring prasme, t.y. atlikus nurodytus aritmetinius veiksmus su
kiekviena tasku koordinate, gaunamas rezultatas nepriklauso nuo koordinaciu siste-
mos. Sis taskas vadinamas afinine taSku M, My, . .., M, kombinacija.

Prisiminkime tai, ko tikriausiai ir nebuvome uzmirse - su vektoriais analogiskus veiksmus
atliekame be apribojimu, t.y. nereikalaujame m, +mgy + ... 4+ m, = 1. Kiek jsigiling j (gal
kiek primirstg) tasko koordinaCiu apibrézimg, matome, kad tereikia jrodyti tokj teiginj.

Teiginys 16 Tegul m; + mo + ... +my, = 1, O ir O' — bet kokie du taskai. Vektoriaus
myOMy + moOM, + ... + m, OM,, atidéto nuo tasko O, galas sutampa su vektoriaus
miO' My + meO' My + . .. + m,O' M, atidéto nuo tasko O’, galu.
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M;

OI

My
0]

Pav. 4.2: n = 3: afinine tasku kombinacija.

Irodymas Teiginys iliustruojamas Pav. 4.2 kai n = 3, M = m My + maMy + m3 Ms.
Turime jrodyti, kad

> > —_— — — —_— S
m10M1 + m20M2 + ...+ mnOMn = OOI + mlO'Ml + m20,M2 + ...+ mnO'Mn .

—  —
Bet kokiam taskui A teisinga OA = 00" + O'A, todél

— —— —  —— —  ——
mq (OOI + OIMl) -+ mg(OO' + OIMQ) -+ ...+ mn(OO' -+ OIMn) =
m

(my 4+ ma + ... +mp)00" + mO' My + myO'My + ...+ my,O'M,, =
; ; — ——
OOI + mlO'Ml + mQO,MQ + ...+ mnO'Mn .

|

3

4.1.3 Atkarpos dalijimas duotu santykiu

Jokiu abejoniu, kiekvienam aisku, kas turima omenyje sakant, kad atkarpa dalijama duotu
santykiu. Visgi patikslinkime tai, jtraukdami j Sig savoka ir atvejj, kai duotas santykis yra
neigiamas.

Apibréezimas 17 Tegul taskas M priklauso tiesei M; M,. Orentuotu atkarpu My M ir M M,
santykiu vadiname:
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Pav. 4.3: Atkarpos dalijimas.

(1) ju ilgiu santyki [ M, M| : | M M|, jei vektoriai M, M, MM, yra vienos krypties:

(2) ju ilgiu santyki su Zenklu minus, t.y —|M; M| : |[MM,|, jei vektoriai MM, MM,
yra priesingu krypCiu.

Orentuota atkarpu M; M ir M M, santyki zymime M; M : M Ms.

IS Sio apibrézimo seka, kad santykis M; M : M M, yra teigiamas, jei taSkas M yra tarp
taSku M;, M, ir neigiamas prieSingu atveju.

Teiginys 17 TaSkas M = (1 — t)M; + tM, dalija atkarpa M; M, santykiu ¢ : (1 — ), t.y.
MlMMMQZt(]_—t)

Irodymas Pazymeékime taSku M, Ms, M koordinates atitinkamai (z1; y1), (z2; y2), (z;y)
(zr. Pav. 4.3). Akivaizdu, kad M\M : MMy = x —x1 : 29 —x. 1S = (1 — t)x1 + tao,
y = (1 —t)y, + tys lengvai gauname M1 M : MM, =t : (1 —t),nesz —x; = t(xe — x1),
Ty — = (1 —1t)(z2 — 7).

Sie musu kuklus samprotavimai subyra j Sipulius, jei atkarpa M; M, lygiagreti y-aSiai.
Nieko baisaus, samprotaujame analogiskai, sutelke demesj antrai koordinatei. Ir akivaizdu,
kaip paradyti jrodyma tuo atveju, kai taskai priklauso erdvei.

4.1.4 Materialiq taékq masiq centras

Afinine taSku kombinacija neretai interpretuojama kaip materialiu tasSku masiu centras. Tali
pravercia fizikiniuose uzdaviniuose. Be to fiziné reiskinio interpretacija padeda geriau su-
vokti jo esme ir matematinio mastymo apgadintiems Zmonéms.
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Taskas M su jam priskirta mase m vadinamas materialiu taSku ir Zymimas mA/. Materialiu
taSku masiu centras pasizymi savybemis:

Dvieju materialiu tasku masiu centras Tai gerai Zinoma sverto taisykle: materialiu
tasku m, M ir my M, masiu centras M yra atkarpoje M My ir my | My M| = my| Mo M|.

Materialiu taSku grupavimo principas Materialiu taSku masiy centras nesikeiCia, jei
bet kurig ju dalj pakeiCiame tos dalies masiu centru, kurio mase yra prilyginama tos
dalies taSku masiu sumai.

Remiantis Siomis masiu centro savybemis (matematikai-ortodoksai sakytu aksiomomis)
nesunkiai jrodomas toks teiginys.

Teiginys 18 Materialiu tasku m; My, myM,, . .., m, M,, masiu centras yra lygus afininei
kombinacijai m . m
1 2 n
My + My+ ...+ =—M, .
D i M D i1 M Sami "

Keletas pavyzdZziu (pabandykite jrodyti).

o Materialiu taSku 1M, 1M, 1 M3 masiu centras yra A M, M, Ms pusiaukrastiniu sankir-
tos taskas.

o Materialiu taSku | My Ms| My, | My M| Ms, | My M, | Mz masiu centras yra AM; My Ms
pusiaukampiniu sankirtos taskas.

4.2 Dar viena paraboles liestiniu savybe

Teiginys 19 Tegul A, B ir C yra parabolés taskai, K — parabolés liestiniu taskuose A ir B
sankirta, o M ir N — parabolés liestinés taske C sankirta su atitinkamai tiese AK ir BK.
Tada

AM : MK =KN : NB=MC :CN .

Irodymas Si parabolés liestiniu savybé pavaizduota Pav. 4.4. Kad jums, Ziurint j brézinj,
nereikétu mankstinti kaklo, teiginj jrodome parabolei 2> = 2py. TaSko pirmaja koordinatg
Zymime atitinkama mazaja raide.
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Pav. 4.4 Paraboles liestiniu savybe.

PradZioje rasime bet kokiu dvieju paraboles liestiniu jos taskuose

2
T T
(330; 2_O)a (951; —1)

D 2p

sankirtg. Spresdami sistema
2

x
v =p(y+5)

2p
2
_ 1
gauname z = 3 (o + 1) (y musu nedomina). Vadinasi
i a+b a+c b+c
= m = n = .
2 2 2

Naudodamiesi Siomis formulémis patikriname, kad

m—a):(k—m)=Mn—-k):(b—n)=(c—m):(n—c).

4.3 Parabolées lanko Bézier pavidalas

Remdamiesi Teiginiu 19 pazymékime AM : MK = KN : NB=MC :CN =t:(1—1).
IS Teiginio 17 seka, kad

M=(01-t)A+tK, N=(1-t)K+tB, C=(1—-t)M+tN.
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Todeél
C=(1- t)((l - t)A—i—tK) +t((1 - t)K—i—tB) — (1—1)2A+2(1 — )tK +*B..

ISraiSka
p(t) = (1 —1)po + 2(1 — t)tpy + t°py (4.1)
vadinama antrojo laipsnio Bézier kreive, 0 po, p1, p2 yra Sios kreives kontroliniai taskai.
Taskas po daznai yra vadinamas Bézier kreives pradZia, o p, — galu.

Tokiu budu gauname patogig parabolés lanko tarp tasku p, ir p, pateikimo formg: jei
t =0, tai p(0) = po; jei 0 < t < 1, tai p(¢) — vidinis lanko taskas; jei ¢t = 1, tai p(1) = po;
tiesé pop1 lieCia paraboles lanka taske pg, 0 tiese pips — taske ps.

P. Bézier (Bezje) buvo prancuzu inZinierius, kuris praeitame Simtmetyje iSrado §j kreiviu
pateikimo budg. Mes dabar nagrinéjame tik antrojo laipsnio Bézier kreives. ]siZiurékite —
antro laipsnio Bézier kreive apibrezéme kaip afining tasku py, p1, p, kombinacija su kinta-
mais koeficientais mq, my, mo:

2
mo=(1—1)%, my =2(1 —t)t, my =1>; m0—|—m1+m2:((1—t)+t> =1.

Po tokio pasufleravimo pabandykite atspéti kaip apibréziamos aukstesnio laipsnio Bézier
Kreives.

4.4 Paraboles lanko brezimas: de Casteljau algoritmas

P. de Casteljau (de Kastelzo) buvo kitas prancuzu inZinierius (kokia kurybinga tauta!), kuris
tuo paciu metu, tik dirbdamas kitoje firmoje (Bézier tarnavo Renault, de Casteljau — Citroen)
iSrado tas pacCias kreives, kurios dabar vadinamos Bézier vardu. Bet labai labai svarbu tin-
kamai pateikti visuomenes bosams tai kg veiki — tai Zymiai svarbiau, negu tai ka is tikro nu-
veiki (labai jgudus galima pateikti ka daro kiti, paslépus, kad pats nieko nedarai). Tai viena
iS prieZasCiu, kodel Sioms kreivems prigijo Bézier vardas. ]sidemekite tai (geometrines
Zinias po egzamino galite, be didelées Zalos savo sveikatai, uzmirsti).

Ir nors tai, kas jus tur but labiausiai domina, jau pasakyta, panagrinékime de Casteljau
algoritma (Zr. Pav. 4.5).

Bézier kontroliniai taSkai pazymeti dideliais apskritimais. () yra atkarpos pop; vidurys,
S - atkarpos pips vidurys, R - atkarpos QS vidurys. I3 Teiginio 19 seka, kad:
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Pav. 4.5: de Casteljau algoritmas.

e taSkas R priklauso parabolei;
o tiesé po@ liecia parabole take po, o tiese QR — taske R;
e tiesé p,S liedia parabole taske po, 0 tiese SR — taske R.

Tokiu budu parabolés lanka (antrojo laipsnio Bézier kreive) suskaidome j dvi antrojo laip-
snio Bézier kreives. Sig kreiviu kontroliniai taskai po, @, R ir R, S, p, pazymeéti vidutinio
dydzio apskritimais.

Tesiame Sig procedurg. Atsiranda mazi apskritimai bei juos jungiancCios atkarpos. Ir
taip toliau ... (bréZinyje nebepavaizduota). Gauname smulkéjancia lauzte, kuri sparciai
konverguoja prie pradinio parabolés lanko. Tai ir yra de Casteljau algoritmas antrojo laipsnio
Bézier kreivems. Jis yra naudojamas efektyviam kreives bréZimui — kai atitinkamos lauztés
atkarpu ilgiai nevirsija pikselo dydzio, procedurg tikrai galime sustabdyti.

4.5 Zaidziame splaininémis kreivemis

Parabolé yra nuostabi kreive, bet jos forma néra jmantri. Jdomesnés formos sukuriamos jun-
giant jvairiu paraboliu lankus. IS daugelio Bezier kreiviu sukomponuotas darinys vadinamas
splainine kreive. Pazaiskime jomis.

Panagrinekime, kaip galima sukonstruoti splaing, sudaryta i$ antros eiles Bezier kreiviu,
kai bet kurios jj sudarancios kreives galas sutampa su sekancios kreives pradZia ir kreiviu li-
estines Siame bendrame taSke sutampa. Toks splainas vadinamas glodZiu. Ju forma dziugina
akj, nes Bézier kreives sujungiamos Svelniai, be kampu.
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Pav. 4.6: Splainine Sirdis.

e NubréZiame lauzte, sudarytg i$ taSku Qo, Q1, - - ., @n (Zr. Pav. 4.6);
e atkarpos ;Q;1 vidurio taskg pazymime g;;

e bréziame Bézier kreives, kuriu kontroliniai taskai yra g;, Qit1, ¢i+1,0 <@ <n —1,ir
dn» Q01 q0-

Nubrézta lauzté labai grubiai apibudina splaininés kreives forma. Pasitreniravus, Sig
forma galima gerai jausti. Kiek gerai, priklauso nuo jusu meniniu sugebéjimu. Kadangi
jstojote ne j Dailés akademija, Sie jusu sugebéjimai nebus vertinami egzamine. Bet paraSyti
programg, pieSiancCig ka tik panagrinéetas kreives, verta. Tai nesudétinga programa. Pa-
bandykite. Tokia veikla taip pat nebus vertinama egzamino balais. Bet negi jusu teigiamos
(neigiamos) emocijos susije vien su egzamine gaunamu pazymiu?

4.6 Racionalios Bézier kreives

Antrojo laipsnio Bézier kreive yra parabolés lankas. Jau pramokome sudaryti i$ ju jdomias
splainines kreives. Bet apskritimo — vieno i$ nuostabiausiu zmonijos iSradimu — pavaizduoti
Bézier kreive kol kas negalime. Sis trukumas paSalinamas apibréZiant racionalias Bézier
kreives.
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ApibréZzimas 18 Racionali antrojo laipsnio Bézier kreivé apibréziama formule

(1= #)%po + 2(1 — t)twps + °py
(1—-t)2+2(1—-t)tw+12

p(t) = w>0, 0<t<1. 4.2)
Taskai pg, p1, p2 vadinami kontroliniais taskais, o teigiamas skaiCius w vadinamas vidurinio
kontrolinio tasko p; svoriu.

Jau buvo mineéta, kad antro laipsnio Bézier kreive yra afinine taSku po, p1, p, kombinacija
su kintamais koeficientais (1 — )2, 2(1 — t)t, 2. Kadangi

(1= 80 + 201 — t)twps + s _ (1- .
A—t2+20-Dtw+z  (1—12+20-Dtw+ 20
2(1 — t)tw t2

=0 +20—Diw+ 2P T =02+ 20 = iw+ 27

(1—1)2 2(1 — t)tw t? _
(1—1)2+2(1 — t)tw + 2 (1—t)2+2(1—t)tw+t2+(1—t)2+2(1—t)tw+t2 B

racionali antro laipsnio Bézier kreive irgi yra afinine tasku po, p;, p. kombinacija (tik su
kiek kitokiais kintamais koeficientais).

Kaip svoris w veikia racionalios kreives forma pavaizduota Pav. 4.7. Jei w = 1 gau-
name parabolés lanka, jei w < 1 — elipsés lanka, jei w > 1 — hiperbolés lanka. Pav. 4.8
pavaizduota, kaip panaudojus svorj galime keisti splaininés kreives formg, nekeiciant jos
kontroliniu tasku.

UZzdavinys Tegul py = (a;0), p1 = (a;b), po = (0;b), w = ? Parodykite, kad
atitinkama racionali Bézier kreive yra elipsés

.T2 y2
pER T
lankas.
ISsprende §j uzdavinj (pabandykite, jis tikrai nesudétingas) Zinosite, kad ir apskritimo
(a = b) lankas gali buti nupiestas kaip racionali Bézier kreive.
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D2 Do

w <1

j4!

Pav. 4.7: Svoris jtakoja kreives forma.

Pav. 4.8: Svorio poveikis SirdZiai.
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4.7 Bézier kreives lygties radimas

Projektuotojui (dailininkui) dirbant su Bézier kreivemis ju lygtys daznai rupi kaip pernykstis

sniegas. Visgi yra nemazai situaciju, kai kreivés lygtis palengvina kurybos procesa. Paziurékime

kaip randama racionalios Bézier kreives lygtis. Tai vienas i$ privalomu egzamino uzdaviniu.
Mes praleidZiame dvieju svarbiu teiginiu jrodymus.

Teiginys 20 Racionali antrojo laipsnio Bézier kreivé yra antros eilés kreive.
Teiginys 21 Antros eilés kreives, lieCiancios tiese [; = 0 taSke A ir tiese [, = 0 taSke B,

lygti galima parasyti pavidale
s+ B3 =0,

kur I3 = 0 yra tiesés AB lygtis.
Remiantis kiek tikslesne Teiginio 20 formuluote randama jau minéta antros eiles kreives
tipo priklausomybe nuo svorio w.

Algoritmas

Duota Racionalios antrojo laipsnio Bézier kreives kontroliniai taskai pg, p1, po ir tasko
p1 SVOriS w.

(1) Randame tiesiu lygtis: popy — I1 = 0; P21 — l2 = 0; Dop2 — I3 = 0;

(2) ieSkoma lygtj paraSome pavidale ,1, + 812 = 0 su kol kas nezinomu j;
(3) randame kreives taska C, kuris atitinka kintamojo ¢ reikSme %;

(4) tasko C koordinates jstatome j lygtj /11, + 813 = 0 ir apskaiCiuojame 3.

Teiginiu 20 ir 21 jrodymas néra sudétingas. Kad jus, busimi informatoriai, apeituméte
juose grieztos matematikos prikaiSiotus pagalius, siulome labai gera uzdavinj. Jis skirtas jau
kiek prakutusiems kurioje nors simbolinio skai¢iavimo sistemoje (pavyzdziui MAPLE). O
jei jauciates joje dar nejaukiai, padirbekite, kad atkeliautu kitoks jausmas. Tikrai verta!

UZdavinys programuotojui Parasykite programa, kuri jgyvendintu ka tik pateikta algo-
ritma simboliniams duomenims: py = (xo;%0), P1 = (21;¥1), P2 = (%2;y2), w. Dar dau-
giau, ji turi jrodyti (patikrinti), kad visi duotos racionalios kreivés taskai tenkina gautaja
lygt].
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Ir dar vienas

UZdavinys skaiGiuotojui rasikliu Jrodykite, kad lygtis ,l, + 12 = 0 apibréZia antros
eiles kreive, lieCianCig taSke pq tiese popr, 0 taSke py — tiese papr.

Skyriu baigiame konkreciu algoritmo jgyvendinimu.

Salyga Rasti racionalios Bézier kreivés, kurios kontroliniai taskai po = (1,0), p; =
(2,1), p2 = (0,2) ir taSko p; svoris w = 3, lygtj.
Sprendimas

(1) Randame tiesiu lygtis: z —y — 1 = 0 (pop1); © + 2y — 4 = 0 (P2p1);
2z +y —2=0 (Pop2);

(2) ieSkoma lygtj paraSome pavidale (x —y — 1)(z + 2y — 4) + B2z + y — 2)? = 0;

(3) randame kreives taska C, kuris atitinka kintamojo ¢ reikSme %:

o= 1= 37(10) +201 - 5);3(21) + 5 (0:2) _ (E;l) '
(1-5)2+2(1-3)33+3 8

(4) skaiCiuojame f3:

13 13 13 2 1
——1—1)(— 2—4) (2— 1—2) - N
(8 g T Ay 0=F=-35

(5) susikaupe atliekame paskutinius aritmetinius veiksmus ir gauname bendrajg antros
eiles kreives lygtj:

8% + 8zy — 19y?> — 43z + 19y +35=10.

4.8 Kreives kreivis

Nagrinejant kreives (kurios, be abejonés, yra kreivos) reikia moketi iSmatuoti ju kreivuma.
Pries apibreziant kreives kreivi jos taske A, pasidairykime j apskritimus. Tai nuostabi kreive
— nors dar neapibrézéme kreives kreivio, tur but neabejojame, kad jis turi buti vienodas
visuose apskritimo taskuose.

Nepavojingas psichologinis testas
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Pav. 4.9: Apskritimu palyginimas.

Pazvelkite j Pav. 4.9 kairjjj pieSinj su trimis koncentriniais apskritimais. Paklausus
stebetoju, kuris Siu apskritimu yra kreiviausias, galima sulaukti skirtingu atsakymu. Nen-
uostabu, jie atrodo tokie panaSus (i$ tikro, jie panaSus griezta matematine prasme). Jei
to paties klausiame ZvelgianCiu j desinj pieSinj, atsakymas praktiSkai visuomet vienodas —
mazesnis apskritimas yra kreivesnis. Beje, istorijos metras€iai nutyli ar buvo Sitaip testuo-
jamas pries savo Zygj garsusis keliautojas Magelanas. Tai jis padaré Zeme apvalia — iki tol
ji buvo plokscia ir patogiai pluduriavo palaikoma banginiu.

Nesigilindami j galimas testo iSvadas, pasinaudokime apskritimu apibréZiant kreives
kreivj (zr. Pav. 4.10).

ApibréZzimas 19 Tegul A yra kreives K taSkas, o tiesé T lieCia kreive K taSke A. Ap-
skritima, liecianti tiesg 7" taSke A ir einanti per gretima kreives K taska M, pazymékime
G . Kreives K glaustiniu apskritimu taske A vadiname

M—A

SkaiCius &, atvirkstinis glaustinio apskritimo spinduliui, vadinamas kreivés kreiviu taske A.

Dabar pasirupinsime formule kreiviui skai€iuoti.

Tarkime M (t) = (z(t); y(t)) yra kreivés K parametrizacija taSko A = M (t,) aplinkoje.
Kadangi liestine T yra Kirstiniu ADM ribiné padétis taskui M artéjant j ta3ka A, jos Kryp-
ties vektorius yra (z'(t); y'(to)) (visa tai Zinios i$ matematinés analizés). Trumpumo délei
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A T

Pav. 4.10: Glaustinio apskritimo konstrukcijos pradzia.

pazymime
(o3 90) = (x(to);y(to)) ,  (20;%0) = (2" (t0); ' (o)) ,
(z3y) = (z(t);y(8), (2hy) = ("(t);¥ (1)
Vektorius (—yj; xp) yra statmenas liestinei 7. Todél apskritimo G, centro C' koordinates
galime paradyti pavidale C' = (z¢ — yjs; yo + z5s). 15 salygos

[CA| = [CM| < s*((4p)” + (20)°) = (= — 20 +p5)” + (¥ — Yo — 205)”

gauname
1 (@ = m0)* + (y — )’
224(y — yo) — Yoz — o)
Reiskinio s ribg, kai ¢t — ¢, skaiCiuojame dukart taikydami Lopitalio taisykle:
lim s — Lim (z — 330/)33' + (¥ — yo)y' _ (20)* + (yp)? _
toto toto xoy — yéx’ xf)yé’ — yéxg

IS Sios formulés gauname, kad glaustinio apskritimo spindulys R yra lygus
(z0)” + (%)° @
— X
|Z0Y0 — Yoo
Pagal apibréZima k = . Todél

(v (20)* + (¥0)?)?
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Panasiai skaiCiuodami erdvines kreives parametrizacijai (x(t); y(¢); 2(¢)), gauname

2
! ! ! ! ! !
Ty Yo + Ty 2o n Yo %o
l_ll yll :E" Z” yll Z”
0o Y 0 %o 0 <o
k= ) (4.4)

(V(20)? + (45)? + (20)%)?
4.9 Kai kuriu uzdaviniu sprendimai

Salyga Rasti kreives K = (2t3 — ¢t + 1; —t* + 4t + 2) kreivj jos taske, atitinkan€iame
parametro reikSme tq =

1
g.
Sprendimas Pazyméje z(t) = 2t3 — ¢t + 1, y(t) = —t* + 4t + 2, diferencijuojame:

() =62 -1,y (t) =2t +4,
a"(t) =12t y"(t) = 2.

SuskaiCiuojame Sias iSvestines, kai t = % ir pasinaudoje formule (4.3) gauname

Dar viena salyga Rasti Bézier kreives, kurios kontroliniai taskai yra po = (2;1), p1 =
(1;3), p2 = (—1;0), kreivj tadke py.
Sprendimas Randame Bézier kreives parametring iSraiska

K=(1-t)%21)+2(1-tt(1;3) +t*(=1;0) = (—t* — 2t + 2; -5t + 4t + 1) .

Vel panasi rutina: skaiCiuojame iSvestines kai ¢ = 0, naudojames formule (4.3) ir gauname
T
2(v5)2

4,10 Keletas uidavinig savarankiSkam darbui

1. Rasti kreives (t; ;¢ kreivj taske (1;1;1).

2. Rasti Bézier kreives, kurios kontroliniai taskai yra po = (1;1), p1 = (2;3), p2 =
(05 4), kreivj taSke ps.
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3. Rasti Bézier kreives, kurios kontroliniai taskai yra po = (1;1), p1 = (2;3), p2 =
(=1;4), lygtj.

4. Rasti racionalios Bézier kreivés, kurios kontroliniai taskai yrapy = (1; 1), p1 = (2; 3),
pe = (—1;4) irw = 2, lygti.
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Dalis 5

Laisvalaikio skaitalas

5.1 Bézier pavirsiai

Si dalis yra vien informacinio (reklaminio) pobudZio. RuoSiantis egzaminui galima ja pra-
leisti.

Bézier pavirSiai gaunami pritaikius mums jau Zinoma metoda — pavirSius traktuojamas
kaip besikeiCianCiu kreiviu Seima. Bézier pavirSiu atveju Sios kreives yra Bézier kreives,
kuriu besikeiCiantys kontroliniai taskai irgi sudaro Bézier kreives.

Bézier pavirSius apibréziamas devyniais kontroliniais taskais p;;, 0 <7 < 2,0 < j < 2.
Kad butu lengviau suvokti erdving kontroliniu taku konfiguracijg, jie sujungiami j tinklg
(Zr. Pav. 5.1). Sis tinklas vadinamas Bézier pavirsiaus kontroliniu tinklu.

Bézier pavirsiaus konstrukcija

(1) sudaromos trys pagalbinés Bézier kreives (Zr. Pav. 5.2):
Qo(u) su kontroliniais taskais poo, P10, P20;
(1 (u) su kontroliniais taSkais po1, p11, pa1;
Q2 (u) su kontroliniais taskais poa, p12, P2o;
(2) bréziamos besikeiCianCios Bézier kreivés P, su kontroliniais taskais Qo(u), Q1 (u),
Q2 (u); jos ir uzpildo Bézier pavirsiu (Zr. Pav. 5.3).

Pav. 5.1, 5.2, 5.3 yra mokomojo pobudzio. Realiai projektuojant pavirSius uztenka
matyti jo kontrolinj tinklg (Pav. 5.1), patj pavirSiu su kontroliniu tinklu (Pav. 5.4) ir, be
abejonés, galutinj rezultatg (Pav. 5.5).
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Pav. 5.2: Pagalbinés Bézier kreives.
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Pav. 5.3: BesikeiCianCios Bezier kreives uzpildo pavirsiu.

<

Pav. 5.4: Bézier pavirSius su kontroliniu tasku tinklu.

al

Pav. 5.5: Bézier pavirsSius.

101



Remiantis pateikta Bézier pavirSiaus konstrukcija nesunku gauti jo parametring iSraiska.
Sia israiska galésite naudotis patogiai piesdami Bézier pavirsius MAPLE paketu.
Bézier pavirSiaus parametrinis pavidalas

Qo(u) = (1 — u)2p00 +2(1 — w)upio + U’Da ;
Q1(u) = (1 — u)’por + 2(1 — u)upis + u’por ; (5.1)
Q2(uw) = (1 — u)*poz + 2(1 — u)up1z + upas .

e besikeiCianCios Bézier kreivés P, su kontroliniais taskais Qo(u), @1 (u), Q2(u) parametra
Zymime v; naudodamiesi formule 5.1 gauname

P,(v) = (1 —v)?Qo(u) + 2(1 — v)vQ; (uv) + v*Q2(v)
= ((1 — u)?poo + 2(1 — w)upio + u’pa0) (1 — v)?

(5.2)
+ ((1 = u)’po1 + 2(1 — w)upr1 + u’psr)2(1 — v)v
+ ((1 — u)?poz + 2(1 — w)upys + u2p22)v2 :
e pazymime P(u,v) := P,(v); atlike elementarius aritmetinius veiksmus gauname
parametring Bézier pavirSiaus formag P(u, v):
P(u,v) = moopoo + M11P10 + MaoP2o
+ Mo1po1 + Ma1pu1 + Ma1pa (5.3)

+ Mo2Po2 + Mo1P12 + MagPas ,

kur

moo = (1 —u)?(1 —v)2  my=2(1 —w)u(l —v)? mgy = u?(1 —v)?
mor = 2(1 —u)?)(1 —v)v my =41 —w)u(l —v)v mo = 2u?(1 —v)v (5.4)
mog = (1 — u)?v? mis = 2(1 — u)uv? Moy = uv?

Kadangi koeficientu m;; suma lygi 1, Bézier pavirSius yra kontroliniu taSku p;; afinine
kombinacija su kintamais koeficientais. Sis pavirSius vadinamas bilaipsnio (2,2) Bézier
pavirSiumi. Jei jau supratote, kaip apibréziamos aukstesnio laipsnio Bézier kreives, pa-
bandykite sukonstruoti bet kokio bilaipsnio (1, n) Bézier pavirsiu.
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Pav. 5.6: Splaininj pavirSiu kontroliuojantis tinklas.

Splaininiai pavirSiai sudaromi i$ glodziai besijungianCiu Bezier pavirSiu. Ju konstruk-
cija yra atitinkamu proceduru, taikomu kreivems, apibendrinimas. Tokie apibendrinimai
néra lengvas skaitalas valgant ledus. Bet jie néra ir labai sudéetingi. Konstruojant glodZius
splaininius pavirsius susiduriama su kitais esminiais sunkumais. Jie ir dabar yra daugelio
tyrinétoju galvos skausmas. Bet tur but jau Zinote, kaip yra malonu, kai galva nebeskauda.

Pasizvalgykite j neskausminga atvejj — nesudetingg splaininiu kreiviu apibendrinimg
pavirSiams.

Splaininiu kreiviu atveju laisvai pasirenkamos kontroliuojancios lauztes virsunés. Splai-
niniu pavirsiu atveju laisvai pasirenkamos kontroliuojancio tinklo virSunés. Pav. 5.6 pavaiz-
duotas toks tinklas. Splaininiu pavirSiumi galite pasigroZéti Pav. 5.7. Kontroliuojancio tin-
klo kitimo poveikis splaininiam pavirSiui demonstruojamas Pav. 5.8.
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Sius.

Pav. 5.7: Splaininis pavir

Pav. 5.8: Splaininio pavirSiaus kaita.
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